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PRÉFACE 


DU TRADUCTEUR. 


L^ouvrage sur le Calcul différentiel et le Calcul 
intégral qui a para .il y a quelques années sous le 
titre : Lehrhuch des hôhem KaUiils» fur Lehrerund 
Selbstlemènde. fferqusgegeben vonProfessor Sa- 
muel Ferdinand Itubbe^ Prwatdozent an derUni- 
versitaet zu Berlin. Mit 20 Figuren. Berlin bey 
G. Hajm. 1825. 8®, se distingue si avantageuse- 
ment.entrjp tant d'autres écrits sur le même sujet, 
qu'il mérite,' sous plusieurs rapports , une atten- 
tion particulière du public. Tout dérive dans cet 
ouvrage d'un même principe d'où l'auteur déduit, 
d'une manière facile et concise , toutes les théories 
et propositions. Ce point important du haut cal-^ 
cul est en évidence dès les premières pages ; on y 
découvre un vrai système qui , fondé sur une base 
solide et naturelle y montre clairement la même 
exactitude et la même évidence , dans toutes les 
recherches jusqu'à la solution des plus pénibles 
problèmes. En effet , pourquoi après tant de dis- 
cussions sur la métaphysique du calcul , après tant 

a. . 
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4e travaux des plus grands géomètres, connue 
Euler, Lagri^nge, Lacroix , Carnot, Fontaine j^ 
' après tant d'expositions lumineuses sur la nature 
de la difTërentielle y ne pourrait-on pas s'attendre 
à voir les théories de ce genre traitées avec la 
mêmq évidence oue celle dq IVnalyse élémentaire, 
même à la portée des commençans ? Mais il iin-> 
porte qu'on choisisse le principe le plus naturel , 
et qu'on le suive scrupuleusement dans tous les 
détails. Je crois que l'auteur du livre a l^içn. réussi 
*sous ce rapport. 

Il y a encore une autre difficulté à lever, pour 
que le commençant puisse en peu de tempâ saisir 
cette branche importante du calcul ; c'est de lui 
fournir matière à s'exercer sur la théorie. C'est par 
l'application de la méthpde qu'on parvient à com- 
prendre le sens d^une théorie dans toute spn éten- 
due, et le succès, dans ces sortes d'exercices, fait 
naître l'intérêt que le commençant pi'end , dans 
la suite , à cette étude. 

\j/à bon choix et le grand nombre d'exemples 
et de problèmes, rangés méthodiquement et adap- 
tés ^ la théorie , prouvent que Texpériencç a tou - 
jours guidé l'auteur dans ce choix. La méthode , 
claire et nette , également éloignée de diffusion et 
4'aridîté, suivie partout dans ce livre, aussi bien 
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que les solulioDS itilértJSRantes et quelquefois neu- 
ves, ne conlrîbueront pas peu à intéresser le lec- 
teur à cette importante science. 

C'est donc, sous ce double rapport, que l'ori- 
ginal a mérité d'âtre adoplé daus l'enseigne- 
ment public, et qu'il a paru utile a ceux qui , sans 
le secours d'un maître , veulent étudier seuls celte 
branche des Mathématiques et faire en peu de 
temps de véritables progrès. 

Tout cela m'a engagé à traduire ce livre en fran- 
çais, puisque non-seulement celte langue appar- 
tient à une nation qui se distingue par une cer- 
taine prédilection pour les Mathématiques , mais 
ussi qu'elle est ordinairement familière à ceux 

lï s'occupent de cette science. J'ai ajouté quel- 
ques notes et solutions ppur faciliter encore davan- 
tage l'étude du livre. 

Je crois devoir remarquer enfin que ce livre 
sert de base à un autre ouvrage que le même au- 
teur vient de publier , îl y a un an , sous le titre ; 
Lefirhegriff" der hôhent Korperlehre. Ilerausge- 
gelien von Projbssor Samuel Ferdinand Ltdibe, 
Berlin bej J. A. Riemaun. 1S2S. 8", et qui ren- 
ferme, outre la plus claire exposition de la théo- 
rie de celte science, une nouvelle méthode d'in- 
(égratiou des équations ditl'ércnticlles parlicllesj (]ui 
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appartenaat exclusivement à l'auteur , méritera 
sans doute les suffrages des géomètres* 

Le seul but que je me sois proposé^ en publiant 
cet ouvrage, ajant été de contribuer , selon 
mes faibles forces f aux progrès des coanaissancea 
mathématiques, ^ose compter sur l'indulgence 
du lecteur. . . 

Berlin , au mots de décembre 183g. 

Maurice KARTSCHEB. 
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DE CALCUL INTÉGRAL. 


Des fonctions en général, et des différentielles, 

I. Les quantités qu'on suppose comme pouvant prendre * 
successivement toutes les valeurs déterminées s'appellent 
quantités variables / on leur oppose les quantités cons- 
tantes, qu'on regarde comme conservant toujours la même 
valeur. Celles-là se désignent ordinairement par les der- 
nières, celles-ci par les premières lettres de l'alphabet. 

Un ensemble de quantités variables et consluiiles s'ap- 
pelle ^One/ion. Ainsi, par exemple, l'expression aj\ où l'on 
regarde a comme constante et x comme variable , est une 
fonction. Lorsqu'on y donne à x successivement toules les 
valeurs déterminées, l'eipression ax* même obtiendra pour 
chacune d'elles une valeur différente; par exemple, faisant 
X = a, ^2a, =3o, et<:., la valeur de l'expression ou 
de la fonction ax" deviendra a', 4**', ga', etc. 

a. On distingue d'abord les fonctions, selon le nokibre 
des quantités variables qu'elles renferment, en fonctions 
de t , 2, 3, et plusieurs quantités variables. Ainsi, par 
exemple, l'expression or", considérée au numéro précé- 
dent, est foDction d'une seule quauUté variable; mais t'ex* 
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pression ajr -{^ bx + c est fonction de deux variables, 
quand on pose x variable ainsi que j". De plus , l'expression 
az+ bj- '^CX'\' d, oi l'on regarde z, j'y x, comme va- 
riables, est fonction de trois variables; et ainsi de suite 
pour plusieurs variables. 

En second lieu , on distingue les fonctions selon les opé- 
rations prescrites qu'on doit effectuer sur la variable. 
Lorsque les termes contenant la variable sont joints en- 
semble par addition, soustraction , multiplication ou di- 
vision , ou que la variable se trouve en puissance dont 
l'exposant est un nombre entier ou fractionnaire, posi- 
tif ou négatif, mais constant, la fonction s'appelle algé- 
brique ( rationnelle ou irrationnelle, selon que l'exposant 
est un nombre entier ou fractionnaire ). Mais si la fonction 
contieiit la variable à l'exposant, ou sous le signe du lo- 
garithme, ou comme arc , ou enfîn comme ligne trigono-* 
métrique , elle s'appelle transcendante. 

De plus, on distingue des fonctions entières et fraction^ 
naires : celles-U contiennent la variable seulement au nu-* 
mérateur *, celles-ci la contiennent au dénominateur seul , 
ou tant au numérateur qu'au dénominateur. 

Exemples. ax'\^b*x'^ est une fonction algébrique ra- 
tionnelle entière*, 

(a*— a:*)*, une fonction algébrique irrationnelle entière ; 
a. arc (sin =:i:) , une fonction transcendante entière; 

"^ , une fonction algébrique fractionnaire rationnelle; 

Tzy une fonction transcendante fractionnaire. 

Ces exemples sont tous fonctions d'une seule quantité 
variable. 

c^x 

-— est une fonction algébrique de deux variables , en- 


ET DES DIFF^BEirTI ELLES. 3 

tière par rapport ii j:, et fractîoniimîre par rapport k y. 

z est une fonction de trois Tariables , algébrique 

et entière par rapporta x ^ transcendante et fractionnaire' 
par rapport à^, et algébrique et fractionnaire par rap- 
portai. 

3. Les équations se distinguent^ comme les fonctions, en 

équations à une , deux , trois ou plusieurs variables , selon 

qu'elles contiennent une , deux , trois ou plusieurs variables. 

Ainsi 9 par exemple, ar* = o est une équation à une seule 

▼ariable; 

ax X* , 

\-jr = — est une. équation a deux Tariables. 

De plus, on distingue des équations explicites et impU^ 
cites. Les équations explicites sont celles où la variable se 
trouTe seule dans l'un des deux membres de Péquation ; les 
équations implicites sont celles où les variables se trouvent 
mêlées ensemble. 

On peut changer toute équation implicite en équation 
explicite, en séparant l'une des variables que l'équation 
renferme. On changera, par exemple , l'équation implicite 
j^ + jî^ssra*, par la séparation de j*, en l'équation expli- 

cite j"= ( fl*— a:')*. Il est aisé de voir que cette séparation 
de Tune des variables, ou la transformation proposée d'une 
équation implicite en équation explicite, est assujettie aux 
mêmes difficultés qu'on éprouve dans la solution des équa- 
tions à une quantité inconnue. 

Il est encore évident que la fonction d'une variable sera 
transformée eA une équation explicite à deux variables > en 
égalant la fonction, même à l'une des variables. Désignant, 
par exemple, par j la fonction d'une seule variable or*, 
on a l'équation explicite à deux variablesj^ = aa^. 

C'est de la même manière qu'une fonction de deux va- 
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riables sera changée en équation explicite à trois variables , 
et ainsi de suite pour plusieurs variables. On tirera, par 
exemple , de l'expression x* -f JK* — ^*> l'équation explicite 

4* En déterminant x arbitrairement , dans une équation 
explicite ou implicite à deux variables x eïjr^ l'autre va- 
riable jr en sera entièrement déterminée par Féquation, 
de sorte que les valeurs déterminées des variables r et ^ 
ne peuvent pas être prises indépendanmient Tune de l'autre, 
ou que X ayant pris une certaine valeur, y ne peut pas 
prendre une valeur quelconque arbitraire. Égalant, par 
exemple , dans l'équation ^ 4* àxsszoQrf xkc, on obtiens 

, bc 

draj^ = 


Dans cet exemple, après avoir h\t la détermination ar^ 
bitraire de x , on a trouvé la valeur de j"* Mais on peut 
aussi commencer par donner à jr une valeur arbitrairement 
déterminée, et ensuite trouver x dans l'équation. 

On appelle, dans une équation à deux variables, celle 
qu'on peut déterminer à volonté, la variable indépendante 
ou primitive, et l'autre, dont'on trouve ensuite la valeur 
dans l'équation donnée, la variable dépendante. 

Nous représenterons dorénavant la variable indépen* 
dante par la lettre x , et la variable dépendante par la let-^ 
tre j*, à moins qu'on ne fasse une restriction particulière. 

On appelle, dans une équation explicite à deux variables, 
la variable dépendantes^ la yonc/iV^n qu'on désigne quelque^ 
fois 'psirf{x) ou ç^{x), 

Ce n'est que dans la suite que nous exposerotis la dépen- 
dance des changemens dans les équations ii trois et plusieurs 
variables. Il s'agit d'abord des équations à deux variabks, 
et particulièrement des équations explicites à deux va- 
riables. 

La forme ou l'ex|>ression générale des équations expH- 
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cites à deax rariaUes est, d'après oe qui préoMe,,7'=/(x) , 
^f{^)% hors les quantités constantes, ne contient que la 
seule variable et indépendante x% 

5. Mettons maintenant dans une équation explicite à 
deux variables x <4- Ar au lieu de l'indépendante x\ par là 
la fonction y =f{x) est changée en 

jr + ùyz=f{x + ùx). 

D'âpres cette notation, Ar indiquera le changement ou 
la difiS&rence de l'indépendante x^ ùjr\e changement ou la 
différence de la dépendante ou de la fonction j*, qui en ré- 
sulte^ donc X +Ax indiquera la variable indépendante 
changée, comme j^ + ^J" la variable dépendante changée. 
Désignons par/*( x) la fonction proposée ou priinitive, pai* 
^ =y* (x), l'équation proposée ou. primitive. 

On se propose maintenant de développer /*(ar + ùx ) en 
série ordonnée suivant les puissances entières et positives 
de Ax» Qu'on pose pour cela 

jr^ Ajrz=:f{x -f Aar)=:A + B.Ax + C.Aa:*4- 

A, B, C, etc., contiennent seulement x, et non pas àx; 
il faut donc les déterminer. 

Le coefficient A peut être immédiatement déterminé; 
car lorsqu'on fait dans la série ci-dessus Ax = 6 , ùjr sera 
de même égal à zéro, et la série se réduit à son premier 
terme : donc on aura ^ = A , c'est->à-dire que A est la 
fonction primitive. Retranchant maintenant jrssA, on 
aura 

AjrsszB.àx +C.Ax*+ ...y 

OU le changement de la fonction exprimé par une série 
ordonnée suivant les puissances entières de ùx. 
On écrit aussi cette série comme il suit : 
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Ar =»y^^ +y^ar» +..•..., 

OU 

ou pour abréger, 

oh •i^=y+J^àx+ 

Exemple, Soit la fonction primitive ^ = or**, on a donc 
/• + 47* =1 a. (x -+• ^y ^ ^w^* + 2axùx -f oAx*; 
en retranchant^ = aa:% il reste 

Ajr = aax^x + aùx^. 

Les coefllciens A , B , G , D . • . , sont donc ici déterminés 
par les valeurs ar% 2ax, a, o. • . . . 
6. En divisant par àx les deux membres de la série 


' /• 


ùjr=zyàx +yAx* + 

on aura 


où j^ + j^^Ax 4- . • . . sera l'exposant du rapport des deux 

changemens Ao: et ^jTy ou du rapport des différences. Le 

premier terme du rapport des différences est donc y» La 

notation là plus usitée pour ce terme , outre celle Aef{x)y 

dont nous avons fait mention au numéro précédent, est 

dy , . . Ay 

-p-. La première notation du premier terme de -4- indi«- 

OX âjtX 

que qu'il est une fonction de x, et en particulier une fonc- 
tion dérivée de j^ =/(x) (n® 5) ; la dernière fait reconnaître 

Ay • dy 

son origine de -î^. La dénomination ordinaire de -p^ est 

£^x QX 

coefficient différentiel» 
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li'objet du calcul différentiel est de le trouver. 

On désigne ordinairement Pexpression y' -=, -^ par 

dr 
àjr =^dx, ou d^ = -p. dx , et l'on appelle Ay la diffé- 

rentielle dejr^ dx celle de x ; et l'qp dit que la différentielle 

, Sr 
dejr est égale à la quantité y ou -p , multipliée par la 

différentielle de x^ Mais il ne faut point regarder djr et do: 
en elles-mêmes conmie de yéritables quantités, niydx et 

T^.djT comme de véritables produits > ni -^ comme un vé- 
ritable quotient. 

liorsqu'on çbercbera dans la suite la différentielle d'une 
fonction , on n'aura qu'à cbercber le coefficiçnt différentiel 
de cette fonction, et à l'écrire ensuite sous la forme de 

la différentielle. 

tir 

Le coefficient différentiel j^ ^ désigne aussi par p, et» 

ax 

par conséquent la différentielle d'une fonction j^ par 

djr = p.dx. 
Noos avons trouvé dans l'exemple ci-dessus. 

d*oJi résulte le rapport des différences 

-^ =^ax + aAr; 

AX 

donc on, aura ici le coefficient différentiel 


y=^=/'^ 


2ax 


dx~^ '^ 

et la différentielle est 

djr = 2flx.dx. 
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Nous yenons d'exposer que, s\y est fonction de x ^ on 
aura 

àfssyàx +yAa:* + . . . , 
et 

àjrs^ydx^ ou ijrss-^.dx. 

En conséquence de cela , on aura dans l'équation primi- 
tiye X = fijr) f en j regardant réciproquement x comme 
fonction de jr, 

et 

dxssy.dr. < 

De plus, si par exemple n est fonction de u, on aura 

du ' ' , 

et 

dz =-r-.dii. 
du 

Réciproquement, étant donnée l'expression r- • 47^, on 

la pourra remplacer par du. 

Enfin on pourra dériyer d'une différentielle donnée la 
différence; étant 

on aura / 

Ajr=î —•àx^y^àx^'^ .... 

7. En considérant l'expression 
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il sera d'abord évident que la yalear de — (saToir, la sé- 


dr 
rie -p+^'Ax + ...), en y supposant A^ssO]^ se ré- 

dy 
daîrai -p, c'est-à-dire au coefficient difiërentiel. Cette 

d'r 
valeur sera d'ailleurs peu différente de -p ^ si Ax est sup- 
posée tris petite, et elle sera d'autant moins différente de 
-^ que ùkx sera plus petite. On pourra donc dire que -r- 

est la l^mile de la^valeur de -^ , en aorte que ^ appro- 

che d'autant plus de cette limite que àx est plus petite» 

mais qu'elle ne l'atteint qu'au cas que Ao: soit égale à zéro. 

dr . . ' 

-p- est donc la limite du rapport des différences de^ et or } 

ce qu'on appelle aussi le dernier rapport des différences 
Ae X ti jr elles-mêmes. D'après cela, on pourra aussi ju- 

ger {vcgr. ^o 6) comnient les notations -^ çt •— font 

reoonnaitre la liaison intime qu'il y a entre les valeurs 
qu'elles expriment. 

8. On verra aisément , d'après ce qui a été dit > comment 
il faut procéder à l'égard des fonctions qui contiennent 
^ plusieurs termes. Soit 

où tt, f, 2y. . . sont des fonctions de x. 

En mettant x + ùx au lieu de x , on aura> d'après les 
u^ 5 et 6^ au lieu de Uy 
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au lieu de i^> 

dv 

ax 

9ulîeade«; 

d9 
z + ÙZSSZ+ -7— Ax + z ùx* + . . . , etc. 

dx 

On aura donc ' 

du 

dx 

+*'+ j^ àx.^v:'ùx*+, . . +Z+ ^ àx^z'^^*+. . , 
£d retranchant ia fonction primitiye, on auri^ 

Ar=ûu+A^+A,+, . .= (^ +^+^+ 

4. (u''+i^''+z''+ . . . ) àx^+ . . . J 

de là on tire, d'après le n® 6 ^ 

djr du dt' dx 

S~db;"^dx"*'dï'^^"^ 

c'eft-à-dire qu'une fonction composée de plusieurs fondions, 
de la même variable indépendante, jointes ensemble par 
▼oie d'addition pu de soustraction , a pour diflPérençe la 
somme des di£Pérences de ces fonctions , et pour son coef- 
ficient différentiel la somme des coefficiens différentiels d^. 
chacune de ces fonctions. 

Exemple, Soiijr = 03^ -^^bx; on à 

u = oar* , V ^=s.bx ; 


d'eu 

du dv , 

on a donc 

s 


^ ss 200: + b . 
dx 
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De l'expression 

^ *^" 1. ^^^ j_ ^ j. 

on conclura aussi, d'après le n® 6, 

On a aussi (n? 6) 

4^* =: di« + dp -f* <I^ 4* * • • » 

proposition qui s'exprime ainsi : la différentielle d'une fonc- 
tion qui est composée de plusieurs fonctions de la même 
variable indépendante est égale à la somme des différen- 
tielles de chacune de ces fonctions. 

On aura^ par exemple ^ dans la fonction ^ = ax* + ô^, 

Lorsque l'un des termes dont jr est composé sera cons- 
tant, il est clair que cette portion n'influe pas dans la dif- 
férentielle de la fonction. D'après cela, les fonctions 

jr s= or* + bx et J^ = «JC* + àx + c, 

ont la même différentielle. 

g. Nous avons considéré au précédent] dans l'équation 
jr z=zf{x) y X comme l'indépendante. Soit y maintenant 
l'indépendante. D'après la première supposition, on a (n^ 6) 


d'où 


g=i+y^+..., 


En mettant au second membre de cette équation, j^ étant 
maintenant l'indépendante, d'après le n'^ô, 
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Qn obtiendra 
qu'on mette alors 

En déterminant a par la méthode des coefficiens indé-. 
terminés, on obtiendra 




Il 9'ensuit ( n® 6). que 


dx dr 

âjr ' dx' 

Exemple. Dans l'équation ^ :« ax*| on trouve le ooeffi*. 
oient différentiel 

^=2aj:(n*6)j 
on aura donc aussi , comme nous, menons de prouver , 

^ = JLf a: étont = (^Ah= ' 
âjr 2arL \a/ J 2.(ar)î ' 

expression du coefficient différentiel de la fonction. 

1 

x =sf - j , où j^ est considéré comme l'indépendante. 
On Toit par là qu'on peut opérer sur l'expression 
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cir . . . 

7- inrécisement comme sur ane fraction dont âjr est le nu- 
mérateur et dor le dénominateur. Néanmoins » l'assertion 
faite dans Ien**6| qu'elle n'est pas une véritable fraction, 
restera en yaleur. 

lo. Soit j^ exprimé par z, et z par x, en sorte que j" 
soit une fonction médiate de l'indépendante x, comme dans 
f équation jr = z% où l'on suppose z = ax. 

On a, d'après celte supposition. 


et 


Az = y- Ao: + zàx^ •+-...; 


do: 
en siÂstituant , il Tiendra 

de là 


dx dz dx ^ ^ dz dx 

<;'est-à-dîre que, pour obtenir le coefficient difiérentiel 
. d'une fonction qui est médiate de x et immédiate de z , il 
faut multiplier les deux coefficiens différentiels de la fonc- 
tion médiate (j^ ) et de l'immédiate (z). 

On remarquera d'ailleurs qu'on obtient le même résultat 
en substituant dans les expressions 

la valeur de dz , tirée de la dernière de ces expressions , dans 
la première ; il yiendra, comme ci-dessus, 
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Exemple. Soit à différencier jr^ z^, où z = ax. On 

a(n«6) j^s=2z el J^=a-, 

^ ' dz dx 

donc ~ =2U.a = 2a*jp, 

«la: 

résultat qu'on aurait immédiatement obtenu en différen- 
ciant l'équation j" n=: a^x*. 

II. Soitjrssu.u, où II, f^ sont des fonctions de ir; en 
substituant j? 4" ^^ ^^ lî^u de x ^ on obtient 

En retranchant l'équation primitive , il vient 


Or on a 


du , - 

àUZSZj^àX'f' « Aj^+ • 


dx 
et 

C^r:z^ ÙX+ i^''àX*+ ... (n« 6). 
dx 

Substituant, on a 

da? dwC 

+ (5! ^^ ••)-(3ï^"^'''^+--)' 

d'où 

, du , , df j 
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Étant d'ailleurs (d** 6) -7- . dx = dw , et -7- . dx := dv, 

on a enfin 

dj" = ijw + ttdi' ; 

c'est-à-dire que pour avoir la différentielle du produit de 
deux fonctions de x, il faut multiplier chacune par la 
différentielle de l'autre , et ajouter ensemble les deux ré- 
sultats. 

Si l'on a ^ = a.i£^ oii Hi est constant et u une fonction 
de X , on a , d'après la proposition prouvée ci-dessus [puis- 
que da=Oy (n* 8)], âjr=ia.du. 

Soit maintenant jrssu.i^.z; en supposant 11.1^= n , 
on ji 

âjr ss ndz H- zdn , an = udï^ + vdu ; 

substituant les valeurs de n et de d/t à la valeur de dj', on 
aura (n^ 10) 

djr ^ uzdi^ + vzdu + uvdz» 

Il en résulte le moyen de trouver la différentielle d'un 
produit des fonctions de la. même variable indépendante 
quel que soit leur nomb^; savoir : il faut multiplier la dif- 
férentielle de chacune de ces fonctions par le produit de 
toutes les autres fonctions et ajouter ensuite ensemble ces 
résultats. 

12. Nous voilà y d'après cela, en état de différencier 
l'équation jr = x*. 

On a x"=x.x.x.>.> où les fonctions de x, notées 
en général au numéro précédent par u^ v^z...^ sont par 
conséquent toutes égales entre elles et en même temps 
^les à X. Chacun des termes qui forment la différentielle 
sera donc égal à x^^Mx. Or ces termes sont au nombre ^^ 
de n ; donc on aura 

d;^ = d.x" = iix"""*dx. 
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D'après le n® 9, on en tirera aisément la différentielle de 

y = :r", lorsque y est la variable indépendante ^ ou de 

I 
X =^» . Savoir , on a (n® 9) 

I — dy* dy y*^*"' 

^^=;r^ï=î^-^ [parce que ^=j^J=:—7-si = ^'^^ > 

En changeant les lettres x et y 9 on aura donc 

dr = d.x» S3 - ««•"dJT. 
•^ n 

De là on trouve aisément , à l'aide du n® 10, la différen- 

jn I 

tielle àejr^=^xn en mettant x'n = 2. On aura alors 


donc dr=?i?-8*~*dz, ds s= -x» ""'dx ; 

par conséquent ( n® 10 ) 

d.r = d a:'^=: — arn-«dx. 

Soit ainsi dans la fonction y = j:", m un nombre entier 
ou fractionnaire > mais positif ^ on aura toutes les fois 

d^ s= d . a:" = mj:"^'djr. 

Voilà donc la règle: pour trouver la différentielle de 
a:**, oli m^est un nombre positif, entier Ou fractionnaire, il 
faut multiplier dô^ par l'exposant de la variable indépen-' 
dante et par la puissance proposée , dont l'exposant est di- 
minué d'une unité. 

i3. Soitj^=-, o2i II et w sont des fonctions de x; il 

vient ( n" 6 ) 
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du . dl» . 

Ail 3= — Aar+..,, ày'=z — ^x+ .. .• 

On tire de la fonction proposée 

v.jr = u. 
De là on a y en substituant :r -{- A^ au lieu de x^ 

(V + AV) (J^ + Aj^)=tll + Al« 
M 

I «cr+*'.Ar+^-A«^4-Ai'.Ajr=a+Att, 

i ■ • * 

en retranciiant Mf =s u, il viendra 

i'.AT^+J^.Ai^ + AV.Ay= AU, 

deli 

*'"'' i'4" j— Aar+t^Ax*+ . . . 

I QX 

En égalant la dernière fraction k }a série suivante 

ààx -f'iSA^sê -f- . . . , 

ob «, jt^ • . . sont des coefficiens indéterminés , on obiendra 

dtt d(^ 

oa 

du dv Au dt' 

dx •^* id^ 'dar '^ 


m 
donc (n"/6) 


i^» 


dti , di' , 

p .-7-. Ar -^ i£..V--dx 
, dj? do: 

4r3=-- 


v" 
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Or , on a ( n*» 6 ) 

j-.dxrrsdll, et -^.dx^sidv; 

on aura donc enfin 

dj'=d.-= r . 

Il en résulte que la difiFérentielle d'une fraction dont 
le numérateur et le dénominateur sont fonctions de la 
même variable est égale à la différentielle du numérateur 
multipliée par le dénominateur, moins la différentielle du 
dénominateur multipliée par le numérateur , et le tout 
divisé par le quarré du dénominateur. 

Soit donnée l'équation 

donc dii = o (n® 8), dc = >iM:"*~'dj: (n" 12); 
donc on a 

d.-- 55S :; =s — mx "*""dar. 

Soit de plus 

m « m «M fit 

jr=zx'''^*ss — jjj, ou 11=1, wssaf'îî, di«5— jr »""*dj: ( n* 12); 

donc 

— — a: «-■dr 
d. .r%- = ^ = — - aTji-'ix, 

Xn 

d'oh l'on conclura que la différentielle de x^^ où m est un 
nombre négatif, entier ou fractionnaire ; sera 


J 
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En comparant ayec cela ce qui a été dit au numéro pré- 
cédent sur la différentielle de x'^ ( où m était regardé seu- 
lement comme un nombre positif) , on aura la proposition 
que voici : d-x"* est égal à 7?tr"''"'da:, soit que m désigne un 
nombre entier ou fractionnaire > positif ou négatif, c'est- . 
à-dire que la différentielle de a:"*, soit m un nombre positif , 
négatif, entier ou fractionnaire, est égale à démultiplié 
par l'exposant de la variable et par la puissance proposée 
dont l'exposant est diminué d'une unité. 

i4* Les règles énoncées dans le précédent suffiront pour 
la différenciation de toutes les fonctions algébriques. Voici 
encore quelques exemples de l'application de ces règles. 

Exemple i. Soit j- = ( a -+- ôx" )". 

Mettant a -f* bx^ = ^ 9 on . aura 

y ^z^ ^ dy == 7i;z*""'d« ( n° 12 ) ; . 
dï = mÔJt"*""*dx (n<»'8, 11, 12); 
donc (n*^ 10) 

dj^= nmb ( a + éx^)"^\a:""^Mx. 

nx 

Exemple 2. y=i ; . 

a: + ( + ^*)* 
Comparant cette fonction avec u et w au n® i3 , on aura 

u^s^iLX^ dii = a,dx (n® ii), 
11 = j: -t- (a + x»)' ; quon pose a-l-x» = «, il en résulte 

d.(fl + a:»)'=Ja-5dz(n« 12), 

et dz = 2a:d:r (n~ 8, i2)j 

donc 

2.. 
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d.(â + ar*)' =ar ( a + a::* )"î dar (q« io) ; 
par conséquent 

dv = d* + — î^(a-8), 
d'oà 

dj*=:d. 


t\ft 


a:4. (a+x«) 

atlar[x+(«4-iP*)*3 — «Ptl^pj iH — ^ r 1 

ou après la réduction 

€âix 




(a+x*)'.[jr+(a4.a:*)»]' 

Le lecteur fera bien de s'exercer en différenciant les fonc- 
tions suivantes^ allégusfnt ayec soin les règles énoncées ^ 
comme on l'a fait aux deux exemples précédens. 

a / b X*" 

Exemple Z, J^ = —r + (* + -)• 

Exemple ^. jr ss : j . 

(I — ar)*— (I + a:) • 

Des coefficiens différentiels et des différentielles 

des ordres supérieurs. 

. dr 

i5. Le coefficient dilTërentiel ~z:zp étant une fonc- 
tion Ae x {vP 6 ) , on en peut prendre comme d'une fonc* 
tion primitive; la différence, le rapport des différences et 
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le coefficient diffisrentiel. Or , U noUtioD du coefficient 

différentiel est 3^, si J^ est la fonction primitiye; il fan- 

ax 

drait donc , si Pon r^arde -p- comme fonction primitive, 

d'après l'analogie, désigner le coefficient différentiel du 

. .. . ^(fô . 

coefficient différentiel par « — -: ; mais on le désigne or- 

cix 

dînairement par -p^ on par/^ (x) , le plus souTent par la 

lettre q. On l'appelle ayec raison le second coefficient dif- 
férentiel ou le coefficient différentiel du second ordre de 
la fonction jr. 

Aussi l'écrit* on I tout comme il a été exposé pour le 
premier coefficient diffisrentiel (n® 6 ), sous cette forme 

d^ = -ïi'^^^j ^^ ^y = 9'dx^j 

en nommant dans cette expression d*^ la seconde différen- 
tielle de^ et do:* le quarré de la différentielle de x. 

dy 

£n r^ardant j^ comme fonctiou primitive^ on obtient le 
troisifamecoeffîcientdifférentîel dej^jSayoir, — -^= . Au lieu 

QX 

de cette notation , on se sert plus fréquemment de celle de 

dV 

j^, de r ou dte/* (x). La différentielle troisième de la 

fonction^ sera par conséquent 

àb^ — ^'àx\ ou ày = r.dx\ 

On en conclura aisément les notations des coeffîciens dif- 
lérentiels et des différentielles ultérieures. 
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On appelle les coeffîciens différentiels et les différentielles 
qui surpassent le premier ordre, coeffîciens différentiels 
des ordres supérieurs, ou coeffîciens différentiels supé-- 
rieurs, et différentielles supérieures de la fonction pri- 
mitive j*. 

On voit aisément que la seconde différentielle 

dV = T^.da:* = q.dx* 

s'obtiendrait , si l'on différenciait la différentielle première 

djr^-^.âx^pdx, 

de telle sorte qu'on regardât djr et dx comme de véritables 
quantités, eipiific comme un produit, djr et p comme va- 
riables, m|iis d^ comme constant. En effet, on obtiendrait 

dy 
alors de dj'= -p.dj:, 

d.dy=:d.~-dar, 
ax 


ou 


dtr=^c]j:(n«ii), 

en multipliant par dx et divisant 

d*r 
= -7^.djr', ou dV = ^.da:'. 
dx* ' "^ ^ 

On obtiendrait de la ménie manière de la différentielle 
seconde d*j* = ^.dj:* la différentielle troisième, en diffé- 
renciant de la sorte, qu'on regardât d^jr et q comme va- 
riables, et dx^ comme constant *, et ainsi de suite pour les 
différentielles successives. 

Après avoir exposé aux numéros précédens la métbode 
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de différencier toute fbnclion algébrique , nous somme.i en 
état d'en trooyer aussi les différentielles supérieures, cha- 
cun des GO!fficiens différentiels successifs d'une fonction 
algâbriqae étant de même une fonction algébrique. 

Nous dérelopperons y pour seryir d'exemple, les diffé- 
rentielles des ordres supérieurs de la fonction j = or". 
Ona(n* 12) 

d'r 

-r~ = m(rn — 1) (fw — a)aa:"*'"^, etc. 

De* plus, 

djr = inajr""*dx, d*jr = m{m — i)ar'""*da:* , 

d^ =5 m(m -— i) (m — 2)ar*"^djr' , etc. 

Zte 2a transformation d^une fonction en série or-- 
donnée suivant les puissances entières de la 
variable. 

16. Nous exprimerons maintenant, à l'aide des difie* 
rentielles supérieures, une fonction d'une seule variable 
par une série ordonnée suivant les puissances entières do 
cette variablei 

Soit représenté la fonction par j^ ^^ '^ variable qu'elle 
renferme par j?. Supposant à volonté la série 

on se propose de déterminer les coefflciens A, B| C. . . , 
c'est-à-dire la série elle-même. 
Pour déterminer d'abord A , il faut égaler x k zéro aux 
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deux membres de l'équation; la valeur où se réduira ^> 
lorsqu'on y met x =? o^ soit représentée par 

donc on aura 

On déterminera les autres coeffîciens y si Pon fait ^ = o 
danç les coefficiens différentiels successifs de l'équation 

Ainsi on aura 

/> = B + 2Gr + 3Dx» + ^"£.3? + . . . 

^ = 2G + GDx + i2Ea:» + . . . 

r = 6D + 24Ejr + . . • etc. 
Donc 

P„:^ S= B, ^,=0 = aC, Tar-o = 6D y CtC *, 


où la notation ;r=so jointe aux coefficiens différentifk 

( laquelle se pourrait prononcer par : si i^oil fait x égal à 

zéro) indique qu'on y doit mettre jr = o. 

Ainsi on obtiendra 
i 

I 1 * 

B=/?;rso> ^ = î«=o«r-r> I^ = '•«=0 • 7-r-3 > etc. 

Enfin il en résultera 

Exemple i . La fonction ^= , doit être transformée 

en série ordonnée suivant les puissances entières de j?. On 
a ici I d'après les règles précédentes de la différenciation , 

— a 7.a — 6a 
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Il vient de plus 


a —a 2a 

-—fia 


Ces 'Valeurs trouTées , substituées dans la série développée 
ci-dessus ^ 

on obtiendra 


a a a a . 

• ••» ^^^ ■• • •*» ^^^ • • ••w ^T^ • • • • 


Au reste , on obtiendra ce même résultat en déterminant 


a 


dans l'expression , = A + ^^ + Cx* -f- ... ^ les coef- 

ficiens indéterminés suivant la méthode ordinaire; aussi 
obtiendra-t-on le même résultat en divisant a par b ^ x. 
he lecteur pourra lui-même s'en convaincre par le calcul. 

Exemple 2. Soit à développer suivant les puissances 
entières de x la fonction 

^ = (a + a:)«, 
on a 

^ = m{a -f ar)*""* , q = m(m — i) (a + x)*"""* ; 

r = mirn — i) (m — 2) (a + x)"»""^ , . . . etc. , 
Jx=o = ^"^ > /'«so = ma"-« , j^o = »n(m — Oa"»-*, etc. 

Ces valeurs substituées dans la série générale ci-dessus, 
on aura 

r=(a-^-x)'"=ra'«^ a'"-»x-J ^^ a'"-»x'-H . . . 

.1 1.2 

Il est visible que l'expression de celte série restera en va- 
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leur y quelque nombre que désigne m^ positif ou négatif , 
entier ou fractionnaire, parce que les coefficiens différen- 
tiels précédemment développés sont les mêmes pour tous 
les cas ( n^ 12 , i3 ). Ainsi Yoilà la proposition du binôme 
démontrée tout en général et pour l'affection de l'exposant 
quelconque. 

Gomme on peut regarder dans une expression de plu- 
sieurs quantités cbacune d'elles arbitrairement comme 
variable, à moins qu'il n'y ait rien ailleurs de déterminé, la 
proposition énoncée dans ce numérq^ apprend en effet à dé- 
velopper une expression suivant l'une des quantités qu'elle 
renferme. Elle porte , selon son inventeur, le nom depror- 
position de Maclaurin, 

£n effet, on peut, dans le premier exemple 1 développer 

la fonction x = jrv''' sui^&nt les puissances entières de h 
en prenant le& valeurs de 

dj" — a à^y na 

ib "" (A+x)» ' d*ï"" (6+x)" ®^'' 

et la série posée pour ce cas 

^ ss A + B6 + C6* + . . . 
d evient par là 


.fr + j: X ±^ X 

Si l'on développe dans le second exemple la fonction; 
^ = (a -f- x)^ par rapport à a , on obtient 

' i 1.4 
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17. Soit donnée nne fonodon déreloppée taÎTant les 
pnissanoes entières de x , donc 

oà ( n* 16 ) A , 6, C. . . sont égaux à 

I 

JTxzsa'i Ps=oj ^«=o- "— ~» •••• 

Si Ton met au lieu àex, x + ùx z=x + hjjr deriendra 
f+àjr z=ijr -|- ^ ( en sorte que Ax=zh désigne ici la dif- 
férence de l'indépendante , àjr^ik celle de la dépendante 
ou de la fonction ). Il Tiendra par cette substitution 
(A,By C... ne contenant pas x)^ 

j-+it=A+B(ar + A) + C(ar + A)*+D(x + ^)^4-.... 
= A +Bar + Gr»+Dr3+. . .+A(B+2Cjr-f 3Dx*4-. . .) 
+ h*(C+SDx+. . .) + h^{D+. . .)+. • . . 

Mais la fonction proposée étant ^= A + Bx + Cx*+ .. . , 
00 en tire 

/?=:B+2€a:4-..-,5=2C+6Dx+...=:2(C+3Dx+...),etc. 

( De même commie on a déjà obtenu au numéro précédent.) 
Il yient donc enfin 

I«2 1«2*0 


• • • 


Retranchant j* des deux membres de l'équation, on ob- 
tient 

k=zp.h + q.—;'+r.'-—^ + ..,, 

1.2 I «2.0 


OU 


Voilà donc nou' seulement la fonction changée, mais 
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aussi le changement de la fonction exprimé en série suivant 
les puissances entières de la différence de l'indépendante. 
Cette série s'appelle , selon son auteur , le théorème de 
Taj-lor. 
Cette série s'exprime aussi par 

où 

1.2 I .2.0 

Nous pouTons donc, au moyen de ce numéro et dn pré- 
cédent, développer non-seulement une fonction sntrant Ie& 
puissances entières de l'indépendante , mais aussi le chan- 
gement de la fonction suivant les puissances du changement 
de l'indépendante. Les coeffioiena de ces deux séries sont des 
coefficiens différentiels de la fonction proposée, lesquels^ 
dans la première série , sont déterminés par une supposition, 
particulière de l'indépendante ( savoir par j? = o ). 

Les deux manières de développement se peuvent effec- 
tuer pour chaque fonction de laquelle on peut trouver lea. 
coefficiens différentiels successifs. Cela n'étant montré jus- 
qu'ici que pour toutes les fonctions algébriques , ces deux 
méthodes de développement ne se peuvent appliquer jus- 
qu'ici qu'aux fonctions algébriques. 

Pour proposer un exemple , soient données les fonctiona 
à développer 

De la differentiation des fonctions transcendantes^ 

i8. Soit d'abord jr = a*. En substituant x-f-Ax au 
lieu de x, on aura 
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jr+Ajrs=a , dou A^=a — « =a .(a — i). 

SI l'on met a = i -f" &> on obtient 

a — i=r(i+é) — i=(n*i6) — i-f — i i *• 

A^(^-.i)(Ax-3) ';' 

1.2.3 ' 

Cette expression ordonnée suivant les puissances de Ax, 
il vient 


Ax 

a 


£n exprimant par k le coefficient de àx , savoir : 

, A» A» _ (a - 1)' , (g - I)» 

a+T ^ ^ r~ + "~3 ••" 

on a 

I 

A2C* 

^ = a*.Ax.* + a»— ^[(a — i)' — (a— i)s+...]4.... 

(PoJi (n« 6) 

d^ =: d.a* = *.a*.dj:. 

De là on tirera, d'après n® i5, les différentielles des 
ordres supérieurs ; en effet on a 

dy=k^.a'Ax^, d3^==*^a».da:^ etc. 

Au moyen de ces différentielles on développera ( d'après 
n" i6 ) la fonction jrzrza" en série ordonnée suivant les 
puissances entières de OT* On a ainsi 

yx=:o = **> 'Vso = ^^, etc. 
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La série de Maclaurin du n° 16 donne par là 

•^ I i.a i.a.3 

En faisant maintenant dans cette série j: = i , on a 

' I 1.2 1.2.3 

En prenant ici ^ = i , et posant la valeur de a^ changée 
par cette supposition , égale à ;r ^ on aura , en développant 
quelques termes 

e= I + -4- 1 5 4-. •• 2=5 2,7182818. . . . 

I 1.2 1.2.3 " 

On aura donc 

^ , X X* . a^ , 


i 1.2 1.2.3 
mettant de nouveau dans cette série a: = A , il vient 


1 1.2 * 1.2.3 • 


On a donc 
d'où on tire 


e* = a, 


^.loge=loga« ou A: =5=-^. 

log e 

Il va sans dire qu'il faut prendre, dans cette expression , 
les deux logarithmes dans le ■ même système, 
ig. Nous venons de voir qu'on tire de j* = ^i* 

djr == k.a'.dx, 

et de là , si l'on regardé jr comme l'indépendante ( d'après 
«•9) 
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k.a' k.jr ^ J-'log^ 

Mais on tire en même temps de J^ = a*, 

x.loga = logj-; 


donc 


:r=:-^ et dx = , -d.Iogr; 

log a log a ° 


par conséquent 

' log a ^^ J*«log ^ ' 


ou 


d.logj^=logc. -^. 

(IL faut prendre ici logj* et log e dans le même système.) 
Si l'on prend le système dont la base est égale h 
e = 2,7i8... (n° i8), on a log e= I , et qu'on désigne 
le logarithme de jr pour ce système par logf j*, il vient 

Ce système dont la base est e, s'appelle le système des lo' 
garithmes naturels, népériens ou hyperboliques, 

La proposition trouvée dans ce numéro , sur la différen- 
tielle du logarithme d'un nombre , est donc 

d.logj-=loge.-^ et d.log>=:^, 

c'est-à-dire que la différentielle du logarithme d'un nombre 
pris dans un système quelconque est égale k la différen- 
tielle du nombre , divisée par le nombre lui-même , et mul- 
tipliée par le logarithme de e=s a,']i8,.. pris dans le 
système adopté. Pour le système népérien, la différentielle 
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du Ic^arithme d'un nombre est égale à la différentielle de 
ce nombre divisée par le nombre. 

On a d'ailleurs y lorsqu'on prend les logarithmes dans le 
système népérien , d'après le n® i8, la série qni suit : / 

^ 1.2 I.2,3 • 

20. Nous développerons maintenant, par le moyen du 
n® i6y la fonction J* = log ( i -|* â: ) en série suivant leé 
puissances entières de x. On a 

^^6^/ N — ^^g^/ ON 2. loge ^ 

d'où 

rx=o=logI=0,/7;ir=o=IogC, y:r5=o=— loge, r.--o=2 • log <?, CtC 

Ces valeurs substituées dans la série de Maclaurin au 
n^ i6, on a 

(zr* cx^ x^ \ 

a: — — 4-y — j+...^* 

On voit aisément que les termes de cette série deviennent 
d'autiunt plus petits qu'ils s'éloignent du ^commencement» 
au cas que x soU uoe fraction véritable ( dont le numéra- 
teur est plus petit que le dénominateur ) ; mais qu'ils de- 
viennent d'autant plus grands au cas que x soit une frao* 
tion plus grande que l'unité, parce que la valeur des puis- 
sances successivesM'une fraction véritable va de plus en plus 
en diminuamt , tandis que celle des puissances successives 
d'une fraction plus grande que l'unité devient plus grande. 
Les premiers termes ne suffiront donc pas à trouver le lo- 
garitbme par approximation, à moins que x ne soit une 
fraction véritable. On s'exprime là-dessus, comme on sait, 
en ces termes : (c La série ci-dessus n'est convergente que 
lorsque x est une fraction véritable. » 
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Un autre inoonTénîent de cette série consiste dans le 
dmngement des signes dont les termes respectifs sont 
affectés. 

Voici an procédé pour trouver une série qui est plus 
commode pour le calcul. Mettant dans la série ci-dessDS 
— a: au lieu de + x, on aura 

/ JC* x^ x^ \ 

log(i— a:)=logc^— ar — — — y — -j— . . . j. 

Retranchant cette série de la première , on obtiendra 

, / x^ a^ \ 

nralogeC jc+y+y +•• ). 

Faisant maintenant 

S=5 I + -, d ou X = ; , 

I X n 27Î-J-Z 

on aura 

log(n+.)-logn=.loge [ -^_ + ^ _£_ )' 


ou 


log(;.+z)=log«+aloge[— ^^ + 1(^)+...]. 

Au moyen de cette série , on peut trouver assez exacte- 
ment par un petit nombre àes premiers termes le loga- 
rithme d'un nombre , puisque la série est assez convergente 
et que les termes successifs vont assez vite en diminuant. 
Si n est plus grande que l'unité , la convergence de la sé- 
rie s'augmente encore davantage. Pour trouver le loga- 
rithme du nombre n -f- z^ il est nécessaire de connaître au* 
para vaut celui du nombre n. 

3 
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ai. Pour le. système népérien , dont I» base est e, la férié 
ci-des^a se changera ^suirant ta notation adojpiftée daiis.l« 
n^ 191 en 

Les premiers termes de cette série suffiront à trouTer 
assez exactement le logarithme népérien d'un nombre» Si 
l'on fait y par exemple ^ tt = i et ;S s=r i^ on a pour le loga^ 
rithme népérien de 2 

mettant ensuite n=7 2 y. substttiufnty, air Ken de log' n, la va- 
leur que nous Tenons de trouver y et faisant je =1 , on ob- 
tient le logarithme népérien de 3. Pour trouver le loga* 
rithme de 4» on mettra 4 = 2% d'oii log'4'^''^ ^^S 2* ^" 
déduira aiaéoieat de log^ 4 1 ^^ ^g' ^ ' ^^ faisant nss/^ct 
2=1. Pour trouver le logarithme de 6, on mettra ôxnS.Sy 
d*oà l'oi^tirelog^ 6 = log' 3^4" l^ë^ ^- ^^^ deux derniers lo- 
garitbmess&ant.déjà trouvés^ on connaît aussi celui dé 6. 
De là il est clair qu'en giHiéral on n'a qu'à chercher les 
logarithmes népériens des nombres premiers & Paide de la 
série trouvée ci-dessus; on eu déduira aisément ceux de tows 
las nombres composés. 

L'expreMionv trouvée dansile numéro précédent 

Iog(i +^)= loge Qar — — 4-y— ...j., 

devient pour le logarithme népérienj 

af^ x^ 
log'd +ar) = ar-^ — + -^1 .... 

11 suit de là que si l'on veut passer du logarithme né* 
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pérfed k celui àa mèate' nombre dantf un système quel- 
«jiMi^tfèy oh lAi «{n'a muhîpfîer le logarithme népérîett par 
log^y c'est^-dire par lé logarithme du nombre 2,7182^... 
i^rià diaus h système ^n'on reut adopter. Ce factieur log e, 
qui diffère pour chaque système, s'appelle le module du 
système. Potfr lé système de Briggs, dotft la base ât, 
comme on sait^ ^le à 10, le module , qu'on désigne fré* 
qaemmeht par Tog Tulg. e, ou log tab. ^, ou log Brig. e, 
est s=^ 0^434294* • • • I^ous le trouverons aisément par la 
série donnée à la fin du numéro précédent , en faisant 
n :=: i , z = 9. £n effets on obtient ainsi 

log tab. io = logtab. 1+2 logtab.er-2.-f V^-J +... j , 

c'est-à-dire 

, = .logtab..[^+^^)V...], 

d'où l'on trouve pour log tab. e, ou pour le module du sys-^ 
lëme de Briggs, la valeur ci- dessus. On peut encore opérer 
plus commodément en cherchant log' 10 = \o^ 5 -f- log' 2 
par la série tir«u¥ée àu-eomknenicemënt de ce numéro , sui- 
vant -le procédé ci-dessus exposé \ on aura alors 

log vulg. 10 = log vulg. e log' I o , 
t>u 

log Tulg. e = j^. 

Réciproquement, pour passer dit logarithme d'un nom* 
bre dans un système quelconque à celui de Néper, il est vi- 
sible y d'apirès ce qui a été dit , quUl faut multiplier le loga-- 

rithme connu par = , en prenant log e dans le système 

donné; £n passant, par exemple , du système de Briggs au 

népérien, vv ^st égal à — j^. — > = 2>3o258. . . 

'^ lo^^ ^^ Oy4342g4-*- 

3.. 
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C'est par cette fractioii qu'il faadra par conâéquent ikial- 
tiplier le logarithme d'un nombre dans le système de Briggs, 
pour obtenir le logarithme népérien du même nombre. 

Remarque. Nous entendrons dans la suite, par le signe 
log, toujours le logarithme népérien. 

22. Voici maintenant quelques exemples de la différen*- 
ciatîon des fonctions exponentielles et logarithmiques. 

(i) Soit j* z= x*f oh z et jr sont fonctions de x. On a , en 
prenant les logarithmes des deux membres de l'équation, 

Iogj^ = «. log X, d'oh (i i) d.logT* = z d.logx-f-log x.dz, 
ou (19) 

y = «. -j + logx.dx, 
d'où enfin, 

c[y = d.a:*= ■ ' -^logx.j:*.dz. 


(2) Soit 


L(i+a:)ï— (1— «)ï-J 


Multipliant d'abord le numérateur et le dénominateur de 

1 1 

la fraction sous le signe du logarithme par (i+Jc)*+(i— «)• > 

il vient 

soit maintenant 

—^^ i-=3z et I + (1— .jc»)* =1/; 

X * / » 

de là 

(i — a:»)ï x*.( I — «•)• 
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donc 

— ix 

«( I — x*)* 

Le lecteur s'exercera en résolyant les problèmes saivaiis, 
dont on n'a donné que les résultats. 
(3) Soit 


= ,0g rii+f:4±i?T 

L(i+x»)î_«J 


En ranltipliant d'abord la fraction du radical an numéral 
ifiur et. an dénominateur par (i -f-x*)* +«, il rient. 

^sslog [«4- (1 + «»)»]• 


On aura 


djf = 


(4) Soit 


(>+«•)• 




On trouvera 


dr= 


x(i H-x*)' 

De la Différentielle de Varc. 

23. Cousidérous maintenant de nouTeau la série dans 
le 11" 7. 

qui se désigne aussi (5) par 
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y oup (6) est une fonction seulement de X', mais 4^^ ^^^ 
ferme Ax aussi bien que x. Si l'assertion faite dans le nu- 
méro cité était généralement yraie, sayoir, que ^^rderient 
nul dans la supposition de A:r = o , ou que la série se réduit 
à/?, il faudrait qfji'elle eut lieu pour toute valeur de x. Dé- 
Teloppons , pour examiner qela par le loojçn ^vj, théorème 

Ar - 

deTaylor^la série de — pour la fonction ^ = (a:*—^^)* . 

On a 

Dans la supposition de Ax = o et en même temps de 

x = a, chaque terme de la suite •^\x deyiept - , expression 

d'une quantité indéterminée, laquelle nous allons considé-* 
rer dans la suite et qui n'est pas nulle dans lous les cas. On 
conclut de là que> pour Ax s= o, 4^^ ^^ devient qu'en 
général égal à zéro, c'est-à-dire non pas pour toute valeur 
de X. 

De même, la seconde prQpos^tîon faite dans le n' 7, sa— 

At* 

voir que la série de — s'approche de plus en .plus ie p a 

mesure que Ax diminue^ n'est pas igraie pour toute valeur 
de x, comme on se convaincra aisément par l'exemple pré- 
cédent, ou, po^r ^^<fyj| p-^^vi^at nul, et chaque terme 
de 4^^ infini; au moins il n'est pas clair comment une se" 
rie ( dans notre cas , 4^^ ) > <^o<^^ chaque terme est infini , 
doive s'approcher de plus en plus de zéro, après étiie mul- 
tipliée par une quantité de plus en plus décroissante. 

Nous allons considérer maintenant de plus près ce dé- 
croissement de 4^^ 9^^ augmenta de plus en plusaveo le 
décroissement de Ax et dont nouj vençns de montrer qu'il 
n'est vrai qu'en général. On ne saurait mettre des bornes 
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Ml déciHMaMieMCttt de tx^ ni 4 «âlnî de ^^^xr qui eo véMlte : 
car, 8i|Mur k décroîssement de àx^ 4^^ ^^^^ ^^^ détenu 
une fort ^petite quantité , on |>ovrrait rendra àss «Bdere 
WMMdnàf emporte que ^l^àx deviendrait encore meindre que 
le 4brt petite quantité précédemment mentionnée. 

On s'exprime là-dessus , atec raison , en «ces termes : 
« -^Ax peut devenir 9 par un décroîssement de Ax , plus petit 
que toute quantité assignable^ quelque petite qu'elle soit. » 
En copséquenoe ^ il serait contradictoire de Touiotr déter- 
miner la grandeur ou la petitesse de l'expression -^^x dans 
sa moindre valeur , puisque ^ d'aprës ce qui précède , il 
n'existe pas une telle valeinr qui soit la moindre, la valeur 
Ax = o en étant exclue. 

Pool* ëclaircir cela par un exemple tiré de la Géométrie 
élémentaire, imaginons un cercle dans lequel soit inscrit 
un poljgone régulier d'un nombre Indéfini de côtés. Que 
l'on compare la différence des deux aires , du polygone et 
du cercle, à notre àx\ elle a, comme «^^Ax, une certaine 
valeur assignable , mais qui peut, en poursuivant de parta* 
ger en parties égales les côtés du polygone , devenir moindre 
que toute aire, quelque petite qu'on l'imagine. 

24* Oa sera en état, d'après ce qui a été dit, de conce- 
voir la vérité de la proposition qui suit. 

Si ces deux expressions 

— > # + 4^x et ^ < « 4- 4'Aar, 

•ont vraies pour une râleur quelconque, tant de x que de àx , 
oti aura 

d^ 

-^ as is. 

dx 

^ et « sont ici des fonctÎMMi de c ; 4 ^^ 4' dégignenl des 
s-uites ordonnées suivant les puissances entières de àx , dont 
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les ooeffîciens sont des fonctions de x. En conséquence, 4^^ 
et -^'a:? , quoiqn'ib différent entre eux quant à la valeur, 
sont conformes entre eux, en tant qu'ils puissent, en gé- 
néral, devenir pour toute valeur de x, par le décroissement 
de Ax, plus petits que toute quantité assignable, quelque 
petite qu'elle soit 

d^ 
Pour la démonstration , mettons que -r- n'étant pas égal 

a «, soit ou plus grand ou plus petit. Supposons premië* 
rement 

àç ^ d^ . _ 

où jS étant de la même nature que «, savoir une fonction 
de X, et indépendant de Ax, peut prendre, pour une 
valeur quelconque de x , une valeur assignable aussi petite 
que Ton voudra. On obtiendrait de cette manière (6) 

Aa: ' 

où «*. \x est de la même nature que ^Ax et 4'^^* G)mparé 
à la seconde supposition 

— ^ «f -f- 4 ajp, 
Ao: ^ ' ^ ' 

on aura 

• + iS + sr.Aa;<^flfc + 4'-^^> 

ou 

/S < 4'.Ax — «-.Aj:, 

ce qui ne peut avoir lieu pour toute valeur de x, parce que 
4^.Ax — sr.Ax (23), pour une assez petite valeur de ao?, 
peut devenir moindre que toute quantité assignable, quelque 
petite qu'elle soit , donc aussi moindre que jS. 
En second lieu > si l'on mettait 
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^ — - — /S 


oa ubtientlrait 


— = « — 18 + flr.AJC, 
AJ? 


d'où PoQ tirerait I comparé à la première supposition, 

« — /3 -f" «••Ax > « 4- •^,AXj 
ou 

^•Ax — «vlrAor ^ ^, 

même contradiction que la précédente. Donc , — ne pou- 
Tant être ni moindre ni plus grand que », il faut qu'on ait 

âç 

ôx 

Le lecteur prouvera aisément que la démonstration pré- 
cédente et la proposition par là établie est juste dans le 
cas que, dans les deux suppositions, l'une des deux, quan- 
tités 4 6^ "^^ s<^î^ nulle, ou que -^ ou 4^, ou tous les deux , 
soient négatifs. 

25. Montrons maintenant géométriquement, dans une 
courbe , les expressions Aa: et Aj- = /? . Ax + 4 • ^^* (5). 

Soit (fig. 1,2,3, 4) EMN une courbe quelconque, AP 
l'axe des abscisses , A Torigine des coordonnées rectangles. 
Les abscisses seront prises en sens positif de A à P, et les 
ordonnées sont positives au-dessus de l'axe des abscisses. 

Dans les figures 2 et 4 ? 1^ courbe a tourné sa concavité 
vers l'axe des abscisses ; dans les figures i et 3, sa convexité. 

Par le point M , appelé le point de contact, dont les 
coordonnées sont AP = or , et PM sj*, sont menées la tan- 
gente MM' et la sécante MN. La première de ces lignes 
droites rencontre l'axe des abscisses au point B, la dernière 
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au point G. Ces deux points se trouvent dans les fig. i et a 
' du côté négatif, et dans les %• 3 et 4» du côté positif de 
l'ordonnée, PP' soit = A:t; l'ordonnée élevée en P* coupe 
la courbe aussi bien que la sécante au point N, et la tan- 
gente au point M' ; on aura donc P'N zsj' -f- Aj"; et si Von 
mené par M une parallèle ^ l'axe des abscisses MQ , on aura 

Dans les quatre figures ^ on tire d'abord des deux trian- 
gles semblables M'MQ et MBP , 

MQ : MQ t^; MP : BP, 
ou 

M'Q : à» isBLj : BP: 

d'oi 

^^ M'Q' 
et les triangles semblables MNQ et MPC donnent 

NQ : MîQ = MF : PC, 
ou 

AT : Ax =5= j" : PC; 

d'ob 


PC 


_^.AX 


AT 
ou \^y étant donné en fonction de x, (n^5, 17)9, 

PC=— 2jfL_ 3= ^ 

p.àx + ^.A** p + 4-A^ 

Or, il est clair, par les figures, qu'à mesure du décrois* 
sèment de A«, la sèsante tisnd vers la tangente » et le point 
C iieriUepoiatB^ensortejqueylors^pieAâffssOy la sécante 
se'oonfûiul ATec la tangente , et qu'on aura PC = PB. En' 
consécpenoe» si Fon met A^rano dans l'expression ci^-d^ssna 
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de PC, et en même temps PB au lieu de PC, on ob- 
tiendra 

P» =-^; 
P 

coin parant cette yaleur à celle qu'on a précédemment ob^ 
teniiCfowr PB, oo a 

et Von tire de là 

Voilà donc la Yaleur absoliie de WQ ; examinons main- 
t^n^lit la Yaleqjr d/e cette ligne à l'égard de sa position dans 
Jeu qu^ti^^ diyerses figures, ou sa yaleur reUtiye à son signe. 
P'4|K)rd il est aisé de yoir que la position de M'Q dans les 
fig. 3 et 4 est opposée à celle dans les fig. i et a, à l'égard 
^e MQ pçLrs^l^e k Vs^tlb des abscisses; on aura donc M'Q 
positif dans les fig. i et a ^ négatif dans les iig. 3 et 4- On 
▼oit de même que NQ ou àjr est positif dans les fig. i et 2, 
luais négatif dans les fig. 3 et 4- On aura par conséquent 

Fig. I. M'N-=zzAjr—p.Ax=>{"^.Ax*^ 

Fig. 2. Mly=jp.AX — Aj^çx:— 4'A^*> 

Fig. 3. 1\('N=:— /7.Aa?— (— AJ')=— p.A«+Ajr=4.4.Aje, 

Fig. 4. MTïis?:— Aj--^(-^/i,Ax)=::— >î,.Aar». 

Pi> ^QÎt yj^r là qiue la valeur relatire de M'N«8t +4/.Ajf* 
dans les fig. i et 3 , et qu'elle est — 4* ^^ ^^^^ ^^^ %* ^ ^^ 4i 
la falenr absolue de M'N est donc ^)/.Aar*. 

'Pour la position respective de la tangente et de la courbe , 
fiir rapport à Paxe des abscisses , comme elle est représentée 
dans les quatre figures, on aura de plus les valeurs sut- 
-gantes relatives de^jr. 
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Fig. l. AJ- = + p,àx + 4'^^*> 
Fîg. 2. Aj" =S + p,àX — ^}/.Ax•, 

Fig. 3. 4y = — p.Aar -f- ^'•Aar*» 
Fig. 4- A?^ = — P'àx — -^.àx^. 

Donc , il résulte de ce qui a été dit que dans la formule 

AJ" ssz p,àx + +.Aa?*, 

OU J9 et 4^ sont pris dans leur valeur absolue, la première 
partie /7.Aa: représente la ligne M'Q; la dernière, 4*^^» 
la ligne M^^ . en considérant les deux lignes en sens absolu. 

Remarque, La supposition faite au commencement de 
ce numéro, que les abscisses positives marcYient yers la 
droite, et les ordonnées positives au-dessus de l'axe des abs- 
cisses, est dorénavant adoptée pour toutes les figures, à moins 
qu'on n'avertisse autrement. 

26. Nous trouverons aisément , à l'aide des deux numéros 
préc^dens , la diiFérentielie de l'arc d'une courbe. 

Soit (%. 1,2,3,4 ) l'arc £M rr ç • ç étant une fonction 
dex, MIS sera la différence «le Ç; pour la différence de x, 
savoir PP' s= Ax , et par conséquent MN = A^. 

L'arc MN est plus grand que la corde MN et plus petit 
que la somme des deux lignes MM' + NM'. Or, on a la. 
corde 

MN = (MQ* -^ NQ^ y = (25) [ax^ + ^f'f = (5) 

[àx^^(p,^x+4,^x'yy s Ax (i+p*+2/^J/.Aa?+4/».Ax')' • 

Le radical développé comme un Linome , en regardant 
I +/?' comme la première, et 2p'vJ/.Ax + 4/*.Ax* comme 
la deuxième partie , et désignant par « tous les termes qui 
renferment Ax, on trouve 

MN = Ax(i +/>*)• +r.Ax*. 
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On a de plus 

MM' = (MQ»+ M'Q'f = ( n» 25 ) (a*» +p». ax* )^ 

donc 

MM' + NM' = (n»25)Aar(i+p*)» +4.ax*. 

On a f d'après le précédent , 

1 
AÇ > AX (i +/i')* + îT.Aa:», 


et 


ou 


et 


A^ < Aar (i +/!•)• + 4.Aj:% 


^>(i +/?')• + V.Ax, 


^< (1 +/i»)^+4'.Ax, 


d'o& ( par le n** 24 ) 
ou ^ enfin ; 

d? = dx (• + ^)^ = (d*« + dj-r , 

c'est-à-dire que la différentielle de l'arc est égale à la racine 
qaarrée de la somme des qaarrés des différentielles des deux 
▼ariables. 

De la Différenciation des fonctions circulaires. 

27. On se propose, pour exemple, de chercher la diffé* 
rcntîelle de l'arc de cercle. 
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Le cercle a pour équation rapportée au centre, 
J-» + X» = I*, d'où 

II en résulte 

En faisant le rajon r = i , on a 

. i\x 

d^ = — • 

La différentielle de l'arc du cercle nous met en état da 
trouver les différentielles de toutes les lignes trigonomé- 
triques par le proiiéd^ qui suit. 

Supposant le rayon du cercle = i , on a pour équatidi 
du cercle , rapportée au centre, 

J-» + ar- = I. 

On a alors y dans la fig. 5^ 

CPt=iÀJif = x, et MP = ACaB^. 

Soit l'arc BMss ^^ l'angle BGM sera aussi = Çy puisque le 
rayon^est-égaLàKunité: IL est encoi^- évident que 

AM =r « = sin ^ et AC = Jr = cos ^. 

SmhÎÊlduamtceBi^éÊutàdextlbjrdlÊn» la diflSi^kitièlIë dif 

dx 
Tare de cercle d^ s= — , on obtient 

.^ d.sîn^' 
cos^ ' 
•m 

d.sîn^ = cos^'.d^y 
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G*e8l-4-dire qae la différentielle du sinus d'an arc est égale 
au cosinus de Parc , muhiptîé par la différentielle de Parc. 

En mettant sinf = ( i — cos^)*, on a (12) 

- . -— cos ^.d.cos^ -^cose.d.coso 
d.sinf = r-= T ; 

(i — co»^*)* ^ 

or , noH» allons trowé précédemment 

d.sin^ = cosf.df ; 
donc, on a , 

— cosf.d.cos^ . 

ou 

d.cosf =: *- sîn^.df , 

c'est-à-dire que la différentielle év cosinus d'un* are est 
égale au sinus de Parc , multiplié par la différentielle de 
Farc^ et le nésuhat- pris du signe négatif. 

De plus, on tire de tang û = ~ 

*^ ' ° ^ ces ^ 

^'^ \cos^/ ^ cosf* 

Substituant les yaleurs précédemment trouyées de 
â.sin^ttdfe«^ux>sfT>l '^^^^'^ 

c'ert^^ive» que 1» difféientielle àe la tfe^i^eiite d'utt nrxrâe 
cercle est égale à la différentielle de Pare , diyisée par le 
quarré du cosinus de Parc* 

A cause de cotang p = : , on a 

^^ tangf 
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cl.colaiig^ = cl. : =:(n'' i3) — ^ 

— tî^ _ — cl^ 

cos ^* . tang 9* sin ^* 

c'est-à-dîre que la différentielle de la cotangehle d'un arc 
de cercle est égale à la différentielle dé l'arc, divisée par 
le quarré du sinus , le résultat pris du signe négatif. 

C'est par un procédé semblable que nous trouTcrons les 
différentielles des autres lignes Irigonométriques. En effet , 

on tire de séc ^ = , 

cos^ 

. , — d . cos sin ^ . d^ 

d . sec ^ = r— ^ = r- : 

^ cosf* cos^* ' 

et l'on tire de ooséc o = -: — » 

sin ^ 

, — d.sinô — cos^.d^ 

d.cosec^ = ; = : — - — ; 

sin ç^ sin ç 

on trouve de sin vers. ^ sa i -— cos ç , 

d.8iu Ters. f =: — d .cos ^ ae sin ^ . d^; 

et enfin , de cos vers. ^ ac i — sin ^^ 

■ I . f . I ■ . ! ■ ' I I 

d.cos vers, ç =. — d.stn ^ :;s: -— côs ^.d^. 

Remarque. D'après cela , on a aussi , si n représente un 
nombre constant , puisque d . (nx) = n . dx (n** 1 1) , 

d.sin Tio; r=: n.dx.cos nx, d.cos no? = — n.dj:«sin »ir, 

, ^ nàx 

d.tang7zj: = ; ^ etc. 

(cos nxy 

28. Nous pourrons aisément trouver par les différen- 
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tîelles des lignes trigonométriques que nous Tenons d'ob- 
tenir , les différentielles de l'are par les lignes respeclives 
trigonométr îq nés. 

En effet , on tire de d. sin ç = cos ^ . d^ , 


. d.sin^ d.sin^ 

^ (i— siuç)*)* 


c'estrA-dire que la dîfférentieUe de l'arc est égale à la diffé* 
rentielle du sinus de l'arc , divisée par le cosinus de l'arc. 
On tire de d.cos^s — sin^.d^, 

j — d . cos p — d . cos ^ 

^^= — lûT/i; — ~ ^' 

^ (l — COSÇ)^)* 

<f est-à-dire que la différentielle de l'arc est éç^sUe à la diffé- 
rentielle du cosinus^ divisée par le sinus , le résultat pris du 
signe négatif. 

d^ 
On trouve par un procédé semblable de d . tang çc=. ^, 

■I * 1 . d.tanG^ d.tang^ 

d^ ;= cos ^*. d. tang ç> = — ; — ^ = — . , V ,, 
^ ^ ^^ séc^** i+tangf*' 

<!^estra-dire que la différentielle de Parc est égale k la diffé- 
rentielle de la tangente, divisée par le quarré de la sécante. 

De d.cotanfi^=-: ^, on obtient 

sin ç 

, . . 1 — d.cotane^ ■— d.cotang^ 

cto=: — sin ^*.d.cotàng ^= 7 — -;r~= — ; : Ta» 

^^ ^ . ^ coiéc^* i-+-cotang^* 

« 

rfest-à-dire que la différentielle de l'arc est égale à la diffé- 
rentielle de la cotangenle , divisée par le quarré de la cosé- 
cante ,'le résultat pris du signe négatif. 

Le lecteur exprimera aisément au moyen des formules 
du numéro précédent , la différentielle de l'arc par les 
autres lignes trigonométriques. 

4 


5o DirFÉREWCUtiON 

29. Rangeons ici pour l'inspection' plus commode 'le& 
fôrâiideé (léitnôntréès dans les deux nutfiféros |irécédeiis. 

En représentant par x successivement chacune des lignes 
trigonométriques de l'arc ç , on aura 

'- âx 
pour x=sin^, dx= d^ ( i — ^* )* , à(f>= 1, 

pour a;=co8 ^, da:=— d^ (1 — -af* ) *, dfsss ;, 

d«i? 
pour ar=tang (p , dar= d(p (!+«•), d^= , ,u :g* » 

— dx 
pour jr=:cotang ç, dx= — d^ ( i + ar* ), d^== — — 7- , 

pour aKï=séc ^, 'da:= d^.x(j:* — 1 )* , d^=: -^ — ; , 

pour jp=co8éc ^ , dx= — d^ ,x(x^ — 1 ) * , d^ss: î» 

jr(j:»_,)"* 

- dar 
pour iRssin yers ^, dx= d^.[a:(2 — x)y , d^:= p, 

1 jjjlx 
pour jr=cos vers ^, dJK= — d^. [a:(2 — x)]* , d^= p. 

Dans ces formules , le rajon du cercle est supposé , 
comme on a remarqué dans le n^ 27 , égal à l'unité. Mais 
il sera aisé de les rapporter au rayon = r, si Pon se çàp- 
pelle des élémens de la Géométrie , que les arcs au$isi bien 
que les lignes trigonométriques , relatives i^ux mémes,«9gles 
dans des cercles à rayons difiPérens y sont entre eux coinme 
leurs rayons respectifs. 

Désignons pour cela un certain arc dont le rayoj),^ i 
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'^, et cdui dont le rayon 3=r par Çfj et de même la 
ligne trigonométrique correspondante par J?et x, ; on auna 

^ : ^, := I : r, et . j: : JPr = « I >•, 


donb 


r r 


d9 = --^, et djr = . 

r r 

Substituant au lieu de x, dx, <p et d^ ces valeurs, dans 
les formules ci-dessus , on obtiendra les di fièrent iel les de 
l'arc çt des lignes trigonométrîques pour le rayon =r. 
C7est ainsi y par exemple, que les formules pour le sinus 

dx = d^ ( 1 — a:* )* et â(p = j- 

se changent en celles-ci f 

et 

âxr 


S^r r dXr 


on en 

■d^,(r» — x,«)» ^ , r.dxr 
. dxt = ^^ ^» et d(p,= ^j . 

c^esUà-dire que l'on a | lorsque x représente le sinus de Parc 
p y dont le rayon = r , 


dap = --!-i ^ et d^ = 


rdx 




4.. 
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Si rcii opère de la même manière sur toutes le» formules 
ci'-dessus, on obtient pour le rayon = r, 


r=:sm^, dx=— — > af— 


rAx 


I ' 


pour jr=:sm9, ax=-— — — > "r — i> 

— d£(^---**)' , _ -rdx 
pour ap=C08m^> dJf= — — > a^-— 

(r* — »•)* 

, d<^ {T* + x^) , r»dx 
poura=Ung^, da:= — , o^— prijjp^» 

-.d(p ( f* + ar» ) .^ — r*d jr 
pour ar=cotangf, dx=: — , af^^ . ^, » 

pour x=secÇf das= -; , d^:= , 

a:(r»— r) * 

, — d^.arfa:»--/*) , — r*djr 
pour a:=co8ec^, dx= — , d^== 7 

Quand il s'agira clans la suite des fonctions trigonomé • 
triques , on supposera toujours le rayon = i , à moins qu'on 
n'avertisse expressément du contraire. 

3o. Nous Toîlà maintenant en état de trouver le coefii- 
cient différentiel et par cela aussi les différentielles des 
ordres supérieurs des fonctions trigonométriques qui ren- 
ferment des arcs de cercle et des lignes trigonométriques* 
nous pouvons donc aussi, par le n^ 16, développer une 
telle fonction trigonométrique en série, suivant les puis* 
sances entières de l'indépendante. 

On a d'abord dans la fonction j^ = sin x ( n® 27 ) , 

^y I • . 

— ^=p=:co8x, ^=3— smx, r cosar, *=+sina:, etc.; 
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donc(n<* i6) 

J^«=o=0» jP*=3o=*> î*=o=0> r«=aor=— ï» '«=»^=0» CtC. 

Il yieut , par conséquent , 

1.2.3 1.2. 3. 4*5 1.2.3^4*^.6.7 *"' 

série qui exprime le sinus d* un arc par ce même arc. 
Pour j^ = co$ jc, on obtient ( n® 27) 

p=— sinj?, 9=— oosx, r=:sinxy s^scosXf etc., 
d'oii 


r*=ajF=If Pxz:rir=Of îjt=:o=— I » rr=o!=0, ^«=«==1» etc.; 

donc ( n* i6 ) 

X* a:^ x^ x* 

"^^^^ 1.2 1.2.3.4 I.a.3.4.5.6 1.2.3.4.5.6.7.8 "' 

série qui exprime le cosinus d'un arc par ce même arc. 

3i. Par le même procédé qu'on a exprimé en série le 
sinus et le cosinus par l'arc correspondant^ on peut aussi 
( n® 16 ) exprimer toute autre ligne trigonométrique par 
son arc respectif. Mais sans nous y arrêter, nous nous 
proposons plutôt de chercher réciproquement une série 
pour l'arc exprimé par sa ligne trigonométrique. 

Ainsi soit représenté par jr l'arc dont le sinus =* « , on 
suivant la notation ordinaire 

y = arc ( sin = x ) ; 
on a par le n^ 28 

d'où(n» i3) 

^ — X (i — X') % r = (1 -- x*)' * -f 3jf» (i— Jp') % etc., 
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de plus, 

j-^r-^.sso (en comptftut l'arc et le diamètre à. partir d'un 
])Out du dernier) 

Px=:o= > , ?«=o = O 9 ^x=o î== I , etc. 

On a par conséquent ( n* 16 ) , 

, . , . «' . 3.3.ar* , 3.3.5.5.*^ , 
•^ -* ^ 1.2.3 ^ 1.2.3.4.5 ^ i.a.3.4.S.6.7 ^ 

Pour j^ = arc ( cos = x ) , on obtient , en procédant de 
la même manière « la série qui suit : 

- , . w X x^ 3.3.x^ 3.3.5.6t^ 

j''=arc (cos=x)=r 


2 I 1.2.3 1.2.3.4*5 i.2,3*4*5f6.7 

on trourerait d'ailleurs cette série immédiatement par la 
précédente, trouTée poinr le sinus, en observant que 

arc ( CO8 SB or) as - — arc ( sin = X ). 

De plus, si I'qp met j* = arc ( tang ^ :r ), on a (n** 28)^ 


.. • < 


d'ob 


J'*=o = o, /?,p-o=:i, y,p_^=:o, r^p-^o = — 2, etc.; 
donc ( n® i6 ) 

•T X^ 3b Xi 

^= arc ( tang =0:) =- — y + ^_ — + 

Les commençans cbercheront, pour s'exercer en di£Pé- 
renciant, h développer eux-mêmes plusieurs suites , .tant 
pour des lignes trigonométriques , par exemple, pour la 
tangenKe, ex {Primées par l'arc, que pour des arcs exprimés 


DES FONCTIONS TRANS€)Ef«DANT£S. 55 

par une ligne trigonométrique. Ils feront usage du même 
procédé que l'on a employé dans les n®* 3o et 3i. 

32. La série donnée dans le numéro précédent pour 
arc ( sîn = jr ) est assez convergente , lorsque x est supposé 
une fraction peu considérable^ et quelques-uns des premiers 
termes suffiront pour évaluer assez exactement la valeur de 

l'arc. Si l'on fait , par exemple, x =: -, il Tient j^ r= ^ , 

c'est-a-dîi^ k sixième partie de la moitié de la circonfé- 
rence du cei^cle. On obtient ainsi ^ * * 

•p I 1^ i.i 3.3 1 , 

6 2*^ 1.2.3. 2^ 1.2.3.4.5'? ' 

prenant les six premiers termes de cette série et multipliant * 
le résiiltat par 6, on obtient une valeur assez exacte pour 
la moitié de la circonférence, savoir, ^:=: 3, 141592. . . 

Pour rendre la série trouvée dans le numéro précédent 
pour arc ( tang = x ) , plus commode pour évaluer la lon- 
gueur d'un arc de cercle, on fait usage de la formule 
connue 

* / • AN tang« + tango 
tang ( a 4- ^ ) gp= 2 2_--. . 

I — tanga.tang^ 

En y mettant tang a == -, et a + 6 = 7, on obtient 

•-2 4 

- + tang * 

j _ tang b 

2 ^ 

d'o& 

, I 
tang a == ». 

11 vie^t par conséquent 

5a=sà -f- * = arc (tangrr:- J -f arc/ tang ==5 V, 
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on , d'après le n" 3 1 , 


* _ /f l , i_ 1 , \ 

4 ~ Va 3.^"^ 57^" ^r-r '■' ) 

■*" U "■ 37P ■*■ 57p ~" ^ + •• / 

On tronve donc 

> _ 3-f a I /3'+2\ i/3»-|-3»\ i/S^+^N , 
4~" 6 3V 6* ;'*'5V~6^/'"7V."~^~;'''-"' 

série dont un petit nombre des premiers termes suffit déjà pour 

évaluer assez exactement la valeur de 7. 

4 
33. Reprenons maintenant les séries pour le sinus et le 

cosinus, trouvées n^ 3o, pour montrer le rapport qui a lieu 

entre elles et la série pour e*, donnée n® 18, lorsque x est 

un nombre imaginaire. 

On sait que toutes les quantités imaginaires se peuvent 

ramener à la forme 

a dz b{/ — I,. 

parce que toute équation algébrique à une quantité in- 
connue se peut décomposer en facteurs réels du second 
ou du premier degré. Or, on voit, dans l'équation du se- 
cond degré, 

{x + aY -f 6* = o, 

qui a pour racines, 

- x=i — a — b{/ — I, et x = — a-^b\/ — i, 
et par conséquent les facteurs 

(a: + a + ôv/— 1) et (x + a — b\/—i)j 

en comparant les coeffîciens de x , et les termes constans». 
que 
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a + b^ — ï + « — ^V — * = ^^» 
et 

{a^b^—i) (a — ôv'— i> = a» + *% 

il en résulte qae 

{byZ-^i) (_Aj/_i)=+** et (*i/— i) (^v^— 1)=— 6% 

uu qae 

1/ — i.>/— 1 = (t/— i)* = — 1. 

D'après cela , il est TÎsible que les expressions |/-^ i , 
comme faisant partie des facteurs d'une équation du second 
degré 9 quoique sans aucune signification réelle par elles- 
mêmes, peuvent subir entre elles les opérations de l'addi* 
tion, de la soustraction, de la multiplication, de la dîvi* 
sion, de Félévatioa aux puissances, dont les e^posans sont 
des nombres réels et constans , entiers ou fractionnaires , et 
que toutes ces opérations sont équivalentes aux opérations 
correspondantes sur à^^ quantités réelles, en sorte que les 
quantités réelles qui en résultent doivent être regardées 
comme tout-à-fait justes. Pour l'exposition ultérieure de 
ces observations, on renvoie le lecteur aux livres qui trai- 
tent la théorie des équations. 

On aura donc , si m désigne un nombre impair , 

D'après cela , on aura , lorsqu'on substitue successive- 


ment dans la série 


X , x^ • a^ 


c» = I -I 1 h + ... 

I i.a 1.2.3 
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x^ — I et — -jr v/ — 1., au lieu dej^, 

I 1.2 1*2.3 1.2.3.4 i*2-34*^ 

1 1.2 1.2.3 I.X.3.4 1.2.3.4.5 

Ajoutant ensemble ces deux séries et divisant la somme 
p^r 2, i] TÎQnt 




& 


2 1.2.3.4 l.ft.3.4.5.6 

la même série que nous avons trouvée pour cos x daixs le 
n«3o. 

Retranchant ensuite les séries ci-dessus l'une de l'antre 
et divisant par 2|/ — i , il vient 


a.j/— ri I 1.2.3 1.2.3.4.5 "*' 

la même série que nous avons trouvée pour sin x dans I& 
n* 3o. 

£n conséquence de cela, on aura 

: — • = cos X et ; == sin OP . 

2 2|/— i ^ 

d'oîi 

et 

g-xi/— I j_. çQg jf — t^— I sin a?. 

C'est par ces formules que sf exprime le rapport du si- 
nus et du cosinus, aux puissances du nomlire e, quand les 
exposans sont imaginaires; cependant, à cause des expres- 
sions imaginaires quelles renferment, elles ne peuvent être 
regardées que comnie <)es symboles, et on ne les peut non 
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plus mettre sur le même rang avec les formules qui renfer* 
ment des expressions réelles. 

âemarqué^ Puisqu'on opère sur V'-*- i dans le calcul 
comme sur une quantité constante , il suffira aussi , pour la 
dîflerenciation des fonctions algébriques renfermant la 
quantité variable sous une forme imaginaire, de regarder 
l'expression y/ — i comme constante. Nous aurons ainsi, 
«par exemple, 

d, \/ — x = d. \/x. [/ — I = (n" 12) V ' - ^ 

2j/X 

Des Fonctions fractionnaires qui, pour une certaine valeur 

de X, deviennent - . 

o 

34. On rencontre, dans les Mathématiques, des fonctions 
^^actionnaires qui s!éyai^ouissent pour upe certaine valeur 
ç(e^, tant au numérateur qu'au dénominateur, et qui, ce- 
pendant, si l'on divise le numérateur et le dénoniinateur 
par un facteur commun , sont égales à une quantité déter- 
minée qui s'appçUe /q vraie valeur de La fonction. Ainsi, 

ax ""^ 3?* o 

par exemple, la fractiou -r devient -dans la sup- 

position de or = a ; mais en divisant Ip numérateur et le 
dénominateur par a — x, la fraction se changera en 

X I 

■-j-~, et elle devient maintenant, lorsque x^a, égale à - , 

ce qui est par conséquent la vraie valeur de la fonction 
fractionnaire proposée. 
Pour trouver la vraie valeur d'une telle fonction frac- 

tionnaive qui devient - lorsque x=za, nous ferons usage 

du pfocédé donné précédemment pour le développement de 
toute fonction en série suivant les puissances entières de x. 


6d vkaies valeurs pour |. 

Désignons en général par ~ la fonction fractionnaire pro- 
posée; en y mettant maintenant au lieu de X, a-f-& ou 
a — h, on déyeloppera ensuite u aussi bien que y sniyant 

les puissances de h. Vax cela - se changera eu 

m h -|- 71 h -^, , , • 

oh m, n» , , y et fn\ n\ . , ne renferment que a, et où les 
exposans ct^ /3. . . , aussi bien que eL\ f^ .. , ^ forment un/s 
série ascendante. 

Il n'est pas nécessaire que ces exposans soient des nom- 
bres entiers , quoique la série de Maclaurîn j employée 
développe la fonction en série suivant les puissances en- 

tières (n** 17). Soit, par exemple, u = (a:*— a*)*, fonction 
qui devient = o lorsque x =1 a; en y supposant X^=. a + hf 
la fonction devient 

{'lah + AT = *. • (2a + A)* , 
ou, en développant le radical suivant le n° 16, 

= (2a)^.A" + -(2«)"".A* — s(2û)"^.**+...* 

2 o 

où les exposans de h ne sont visiblement que des fractions. 
Si l'on mettait dans la fraction obtenue ci-dessus, 

TTih -f- nh -f-, . , • 

«7 W ' 

rnh -^ nh -|-. . . . 

A = o, on obtiendrait nécessairement la même valeur que 

prend - , lorsque xzzza. Cependant , pour ne plus obtenir 


VBAIE8 VAlEDRS POUR |. 6l 


o' 


- 1 mais la ?raie râleur , on se servira du procédé suivant : 

On distinguera d'abord les trois cas^ « ^ et', tt^a', et 
«^«t^ Dans le premier cas, on divise le numérateur et le 

dénominateur par A , on obtient 


• • • • 


m -f- Il n -f-. . • • 

Dans le deuxième cas, on divise par h , on obtient 

m + nh -f- • . . . 


m 


**'■"*+ ji7/"^+.../ 


et ,<t' 


Dans le troisième cas , on divise par h = % , on obtient 

m "4- nh -4-. • . . 
m "4"'* A "t"» • • • 

Il faut mettre ensuite ft = o ; on obtient pour la yraie va- 
leur dans le premier cas, o; dans le deuxième cas, oo ; 

dans le troisième, — ;. 

m 

35. Le procédé que nous venons d'exposer sera appliqué 
dans les exemples suivans, où nous ferons voir en même 
temps le facteur commun du numérateur et du dénomi- 
oateur. 

Exemple i . Soit à trouver la vraie valeur de la fonction 


m. arc f sin = - j 


qui devient - y lorsque x = a. 
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e' 


On met ici (n° 34) a: = o + A = ^ ; par cela on obtient 

m arci sin == - ) m( - 4- —. ^-t-— 1 

: j = (par le n« 3i) ^ •; 

ê 

divisant maintenant le numérateur et le dénominateur par 
h, et mettant ensuite % = o, on obtient pour la vraie ya— 

leiii*, — . Pour trouver le facteur' comAitin^ ii faut dévelop- 
per le numérateur dé la fraction proposée en série suiTant 
X, par le moyen du n^ 3i ; on obtient ainsi 


\a a\ 1.2,3 / 


d'où l'on conçoit que le facteur cherché est =ar; car en 
divisant le numérateur et le dénominateur par x , et met- 
tant ensuite x=zo, on obtient la vraie valeur précédem- 
ment trouvée. 

Dans quelques cas, l'opération se facilite par une substi- 
tution convenable, comme on le fera voir dans Texemple' 
suivant. 


Exemple 2. Soit proposée la fonction , qui 


devient -, lorsque x=— , ou que si n a:= i. 

D'après le procédé du n^ 34, il faudrait mettre â?=--f>A. 

et développer ensuite tant le numérateur que le dénomina- 
teur, d'après le n^ 3o, enisérie suivalit h. Mais pour facili- 
ter encore davantage le déreloppement des puissances de h , 
il est à propos de substituer dans la fonction proposée, z k 
sin X'f par là on trouve 
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(I - z^y 


Celte expression étant -, lorsqtie z=. i , il faut mettre (34) 


js = I — - & ; en- obtient ainsi 


—=ivqrez n» 34) -^ ; , 


{ih — h*y A*(a — A)* 

on, développé d'après le n" 16, 

h 

a*.»* — — ^, A* — -, . . 

en divisant , d'après le n^ 34 > le numérateur et le clénomî- 

.natear par h*j et mettant ensuite A ^= o , on obtient la vraie 
yaleur = o. 

Pour obtenir le facteur commun/ on observera qu'on a 

j—z (i^zy.(i—zy 

divisant le numérateur et le dénominateur par (i — z)*y il 
ttetit 

(1 -z)"* 
— , ^^ 

(1+*)^ 

fraction qui ne devient plus -, dans la supposition de'z=i, 

mâisqûi dofine là vraie valeur =0, comme nous ^éhbns 
âeltoùver ci-dessus. Le facteur cherché sera dbnc 

1 i 

(i—z)*, ou (i — sinar)*. 
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Exemple 3. Soît proposée la fonction 


3 


(ar* — û«) 


3 , 

{x-aY 

qui devient ~, lorsque x^a. Mettant j: =:^ •4' ^9 on a 

'3 3 .1 

{nàh + h^Y _ t' (aa + hf 

3—— 3 I 


(en déreloppaut d'après le n° i6) 

2 13 là 

= 1 ; 

A» 

divisant le numérateur et le dénominateur par A* ^ et mpt^ 

tant ensuite &=30^ on obtient la vraie valeur =x(2a)*. 
' Mettant la fonction proposée sous la forme 

{x^af 

on voit aisément que le facteur commun est (j? — » a)* ; car 

divisant par cette quantité le numérateur et le dénomina— 

3 

teur, on obtient (j?-f-^)*9 expression qui donne , lorsque 

t 
x = a, la vraie valeur ci-dessus trouvée "=■ (2«)*1 

36. Une méthode plus commode dans plusieurs cas, pour 
trouver la vraie valeur, consiste dans la difTércnciation im- 
médiate du numérateur et du dénominateur de la.fract{i>n 

, u- 
proposée ~, comme on verra mamtenant. 
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On obtient de -, en j mettant x 4* ^ *vi lî^u de i:> d'a- 
près le n' 1 7, l'expression srivante : 

, du , , d*tt A* 
dx dx* i.a 


d* d«* i.a ^ 

par la supposition de x == a, » et f^ s'é?anouissent , et Tez* 
pression se réduit à 

dit ^ , d*if A» 


dX;p-3.* dx*x-^'i.a 


dv • , d*v 


dx^::^' dx*,— n'i.a 

oh on a joint à tous les coefficiens différentiels la notation 
xssza, pour exprimer qu'on j a mis a au lieu de x 
(comparez n° i6); divisant maintenant le numérateur et lé 
dénominateur par h, et mettant ensuite & =: o, on obtient 

la même faleurqui résulte de - , dans la supposition de x=a| 

saTofart 

du 


dx«— « du. 


di' d^ 


dx 


qui est par conséquent la yrate valeur de la fonctidn -. 

La rëgle qu'on établira d'après cela, pour trouver la vraie 

valeur des fractions qui deviennent -, dans le cas oji x=€t , 

sera donc : « Il faut prendre séparément le coefficient dif- 
terentid du numérateur et du dénominateur , et faire en^ 
sûte dans cette nouvelle fraction x =s a. » 

5 
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Si -p cl ¥^ l'éraÀoéis^Aehtatèc ueiP dans le e^lôft ari±ia, 


on obtiendrait 


d"!! A* . a^U ¥ 


'^ j^ •■!' X o +••• 


da:**— tf * i.a dx^-ft-** i^i.S 


dV A» ^ d«i# A» 


•» 


dar*:r=a '1.2^ ax^sr=« * I . i . 3 


divUabl thatiitèhant le hiiméràteur et le àénomibàtenr par 
A*, et mettant ensuite A = o , on obtient pour la yraié 
leur 


On conclura de là aisément quel procédé il faudra suivre 
au cas qu'avec ti et i' s'anéantisse en même temps un nombre' 
quelconque de coefàciens ditférentiels. 

lïbus appliquerons sur«Ie-cbamp la métbode ici enseignée 
aux tractions traitées déjk dans le numéro plrècé^ent. 

JW.arcf sin = -j 
{i). On a dars la fraction ^ ■ ■ qui devî 

- lorsque ar=o (n** 28), 




et 


di;_ 
éx 


donc 


du m 

•Tî' -^^ I Hit ,< 
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eo y mettant x= o - on obtient la vraie valeur = — . 

I ""^ sin X 

(2). De la fonction ou lire (n** a?) 

cos<2: • 

iu dv , 

dx âx 

donc 

au — cos X 

dv — sin x' 

fiâiisâfid ici ir = — . on trouve la vraie valeur = o. 

(3). Danà le cas que le facteur commun soit une quantité 
irrationnelle 9 la méthode de la différenciation ne se peut 
pas employer. Nous avons déjà tu (n^ oS) qu^i lorsque xzss.à, 

les coeffîciens différentiels de la fonction (x* — a*y devien* 
nent en partie = o , en partie = où. Si le numérateur, 
aussi bien que le dénominateur, se compose d'un tel ra- 
dical^ les quotiens -=-, -r-, etc., deviennent , dans la sup^ 

.... O II ■ ' , X 

|i!6sition de x = a, ou -, ou - : -, expressions égales entre 

II o ' - 

elles , - : - se réduisant h ~. C'est ainsi qu'on a , dans la 
'00 o ^ ' 

fonction ^ • — 5 traitée dans le numéro précédent, 

(x — £7)* , 


a\» 


du 3a? (x' — a^) 


di.— 3^ ,i ' 

d'i/ 3 (x' — a^f -f Sa:" (x^ — a'^ff 

d»i>~ I a • • wi » 

- , - (x — a) * 


5.. 
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qoi devient - lorsque a: =: i. On obtient ^ d'après le 
n** 36 {vojr. n» 34, et comparez n*» 35, exemple 3), la 
vraie valeur =: — f— • Pour trouver le facteur qui est 

■= ( I — a:)*, il faut mettre arc (cos = x ) = i, d*où 
X = cos /. 

Des Maxima et Minîuaa d'une Jonction, 

38. Si l'on met dans une fonction de x, représentée 
pAVjr, au lieu de x , toutes les valeurs possibles consécu- 
tives, j* lui-même reçoit une valeur différente pour chacune 
des valeurs respectives de x. Les valeurs de j^ qui sont plus 
grandes que celles qui les précèdent ott qui les suivent im- 
médiatement ( c'est-à-dire qui sont aussi près d'entre elles 
que l'on voudra), s'appellent maxima de la fonction j", 
et les valeurs de j* qui sont moindres que celles qui les pré* 
cèdent et les suivent immédiatement , s'appellent minima 
de la fonction j*. On s'exprime là-dcssus ainsi: <c que la fone- 
^ tion j" est pour une certaine valeur de la variable indépen- 

dante or un maximum ou un minimum, i» 

Soit > pour exemple , la fonction j* sa a* -|- ( x — m)'. Si 
l'on y met m au lieu de x , il vient 

mais si l'on met m -f- c ou m — c aa lieu de x, où c d&* 
signe une quantité quelconque, positive ou négative, aussi 
petite que l'on voudra , il vient 

^ = a» + c\ 

Ainsi , puisque le3 valeurs de x qui précèdent et qui 
.suivent immédiatement celle de a: = m rendent la fonc- 


tîoa plus i^raodey la foactîoo y est un minimum lor^qaç 
X =s m y siivoîr =. a*. Ou Toît de plus qii^ 1% fonction pour 
une plus grande Taleur de x^ pris en sens positif oi| iié|^- 
tif, devient plnsgraiide, et qu'il n'existe par conséquent 
aucune valeur de x pçur laquelle j^ soit le plus grand. I<a 
fonction je n'a donc point de maximum. 

3^ Hous montrerons dans la suite comment on fait 
|iS9g^ du Cf^lcui 4îQ<^reptîel ppur détermiper )e f W^i t^ u m 
et le minimum d'une fonction proposée. Mais il nous /au* 
dra d'abord intercaler la considération suivante^ 

Soit donnée la série 

ax -\- bx^ -+-...+ Mjr*; 

die sera y comme on sait, convei^ente, c'est-à-dire chaque 
terme consécutif sera moindre que le précédent, qiiaud 
X <^ I. Mais on prétend en outre que, si l'on assigne à x 
ane assez petite valeur , le premier terme de la série, Sa- 
voie ox, peut devenir plus considérable que la somme de 
tous les termes consécutifs, qpelquç grand que soit leur 
Bombre. Nous proui^rons la justesse de cette proposition 
en cherchant à déterminer la valeur de x pour laquelle elle 
aura lieu. 

Il faut donc qi^e Xqv^ ait 

flx > bx* + car- + . • . + ux"^ , 
ou 

a > x{b + ca: 4- , . . -f- iix"»"*). 

Soit dans la sépje 

b + ex + ... + upif^'^^ 

s le plus grand des çoefEciens \ la quantité x aura donc la 
Taleur demandée lorsqu'elle sera déterminée en sorte que 

Ton ait 

a > x{s '\' SX + ... jx*"""') y 
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OU 

ou eDOore 


'>"(^îr~r)- 


X éUnt éridemment -^ i , d apr^ ce qai a été dit, nom^dé- 

sigoerons sa yaleur par -, o&p ^ i ; il faut donc détcrmi» 

Jr 
nevp, de manière qu'on ait 


(^"0 


•i-, p 


ou a > -J— (i^=£:n\ 


p 

on encore 


-r->'(^7^). 

o'est-i-dire 

«P^ > ■'^- j 

p— I /> — r 

mais pour cela on n'a qu'à faire 

ap*~' = -^- • c'estrà-dire a = — — ^ 

d'o& 

la valeur cherchée de x est donc = — ; — . En substituas! 
cette yaleur au lien de x dans la série 

)c terme ax sera plus grand que la sonime de tous les 
termes consécutifs. 
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D'après cela^ il sera aussi aisé de déterminer la yaleur de x, 
en sorte qu'un terme quelconque de la série proposée de* 
▼ienne plus grand que la somme de tous les termes consécu- 
tifs. Si l'on se proposait, par exemple , de rendre le terme 
/^x* pins grand que la somme de tous^ceux qui le suivent , 

on n'a , d'après le précédent , qu'à faire x =^ \ , où s 

désigne le plus grand coefficient de tous ceux qui suivent p. 

4o. En mettant dans une fonction de x, représentée par 

jTj au lieu de or, successivement x -f- fc et x — ft , et déii- 

gnant les valeurs correspondantes de JT par J^ et ^Jff on 

obtient , par le théorème de Taylor (17), 

I 

^ " '^ 1 ' * 1.2 1.2.3 

,. 

Mettant de plus dans ces deux expressions, au lieu de x, une 
valeur représentée par a , pour laquelle p devient = o , et 
en désignant les valeurs de^^ y »TiP% ?>'*••• changées par 
la supposition de x = â , par 

r,x=:»y sjrmz=»> Jx^, fx^, ?«a, r^,^... {voy. ïï'' lH), 


OU pour abréger par jr/, ^y , y, y, q\ f^ . . . , on ob- 
tient 

Si l'on fait h si petite que q\ — — est plus grand que la 

1*2 

somme de tous les termes consécutifs (39) , et que l'on sup-^ 
pose j^ positif, l'expression 
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• 3 «O 


wra positive aussi bien qae 


i.a 1.2.3 


• • • > 


jr/ ainsi qpq ^^' sero doqc plu* graqd quç J^', c'e»l-^-dirc 
qii0j^=j*«cut sera plus petit que la Taleiir qui le pré-> 
cède et qui le suit immédiatemeut , ou (38) j^ sera u» m^ 
nimum lorsque x^^a. Si l'on met au contraire ; dans la 
même supposition pour la valeur de h , q' négatif, j*/ ainsi 
que ^y sera plus petit que j^, ou (38)^ sera up maximum 
quand x = a. La condition sous laquelle j^ deviendra un 
minimum ^tdonc qu'on suppose, au lieu de x^ une valeur 
=r a qui fasse évanouir /i et qui rende q positif; et la ood-i 
dition tous laquelle jr deviendra un maximumt est qu'on 
suppose, au lieu de x, une valeur = a qui fasse évanoafar 
p et qui rende q négatif. Donc , pour examiner dans une 
fonction proposf^e j", si elle est un maximum ou minimum^ 
et pour quelle valeur de x cela a lieu , il faut rendre/» = O, 
el^déienoii^r x par cette équation^ Si q devient positif potir 
la valeur trouvée de x, que nous désignerons par a, J^ est 
un minimum pour or as n; si q devient au contraire néga*^ 
tif par cette supposition,^ est un maximum, pour x =? a. 

4i* On conçoit aisément qu4l faut examiner en particu- 
lier pour chaque valeur réelle de x que l'on tire de l'équa* 
tIonp = o, le signe dont q est affecté, et qu'on ne doit 
négliger que les valeurs imaginaires de x dans l'équatioQ> 
pzno'f il en résulte en même temps qu'une fonction peut 
avoir plusieurs maxima Qt minima. 

Si q ne epHtieni pas x , ce qui aura lieu dans le oais pii> 
l'équation p = o ne renferme x qn'en première piftisfanoe» 
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q indique immédiatement par son signe , si la fonction est 
un maximum ou un mimmum. 

Quelques exemples éclaircîront ce qui a été dît. Soit 

(i) ^ = j + ûx» — 3a*ar, 

d'où 

/? = **+2ajr — 3a*, et g = 2x + 2a. 
On a donc 

/i = o = «• 4- 2ax — Sa* , 
d'ob 

x:=s, — a ifc aa , 

c'est-à-dire que x a les deux Taleurs + a et — 3a ; de là 
on trouve les deux yaleurs de q 

+ 4^ et — 4^- 

Donc la fonction proposée est pour j? = -H ^ un mini- 

wnmn, et pour ;r r^ -*- 3a un maximum, La yalcur du irn^ 

nfmam est ( comme on trouve aisément par la substitution 

5 
de la valeur de x dans la fonction proposée ) = — ô ^* ^^ 

eelle du maximum, est = + 9^^* 

(a). Soit ^=î=2x*4-a'x, 

a a 

De/y^^OyOn tireles valeurs ar= , et j:-=:-r (irt^/ — 3). 

Les deux dernières valeurs étant imaginaires, il ne faut 
considérer que la première, par laquelle g devient =;;: 6a*. 

Donc la fonction proposée est un minimum pour x=: — « -. 


■ - 


lia valeur du minimum est = - ^— . 

o 
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(3). Soit proposée la fonctîoii déjà considérée n^ 38 

j' = a* 4- (»— m)% 
d'oii 

ps=i^(x — m), g =z 2. 

Poar la valeur de xz^m, qu'on déduit de pssso., ^la 
fonction est un mitUmumj, ce qui résulte immédiatement 
du signe poiitif dont q est affecté. 

42. Si pour X = a^ non-seulement /i, mais. aussi q , s'a-* 
néantisseuty les deux séries du n^ 4^ se cbajogent en^.lea. 
suiyan'tes : 

h? . 

Si Ton rend ici Texpression / . ^ par une dîminiitioa 

assez suffisante de h plus grande que la somme de tous les 
termes consécutif (39) y elle rendra , k cause des signes op^ 
posés dont elle est affectée dans l'une et dans, l'autre série, 
jrf plus grand et ^y moindre que^. La fonction ne sert 
par conséquent ni maximum ni minimum dans le cas oî 
pour x=: aypttq s'anéantissent Mais si au contraire, dans 
la supposition de xz=za, outre p et q, aussi r devient égsL 
à zéro I circonstance oh l'on aura 

jr sera un maximum ou un minimum , selon que « pour 
xzssa sera négative ou positive. 


I général : désignons psr -r~ \e premier lîes coeffî- 


■ difierenttels de la fonctïo 


i^<|Di, sous la suppositio 


1 mtmmum , 


= a, ne s'éTano^Iwent pas; la fondions ne sera, 

: ^ a , ni on ritaximum ni 

«rt an nombre impair; mais elle SRra ud n, 

jmnimum quand m est un nombre pair , u 

muiRj si -r~ devient négatif pour x = a,e' 

à -r^ devient pONtif pour x =. a. 
Gontidérons pour eiemple la fonction 
j' = (x-a)\ 
oi R est nn nombre positif et entier. On a 




/.(« 


I) (X 


dx*' 


F>Cfi—j)...(x — «)"- = n(n - 1) (n - a) . . , 


Dep^o, on tirea: = a; pour cette valeur de x tous lea 
coefiîcîens diiTérentiels successifs s'évanouissent jusqu'à celui 
lie l'ordre t: la fonction proposa peut donc, d'api'ës ce 
que nous venons de dire, être un maximum ou uQ mini- 
mum, si n est un nombre pairj et elle n'est qu'un mini- 
mum, parce que le premier des cocfticiens difEereutiels qui 
ne s'évanouissent pas est = n (n — i) ... i , donc positif. 

43. Considérons maintenant quelques problèmes sur les 
maxima et minima. 

Problème premier. Un nombre donné m doit être par- 
tagé en deux parties , de manière que le produit des deux 
parties soit un maximum. 

Il ett avant tout nécessaire, dans ce problème comme 
dans les suivans , que l'on détermine l'indépendante x , et 
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la fonction^. Soîtarl'une des deux paities , eij" le produit 
des deux parties qui doit être susceptible d'un maximum 
et qui dépend de x. Or , si Tune des deux parties est&nx, 
l'antre est =s m >-«• â: ; donc, selon j^ problème, 

jr = x{m — x). 
On en tire 

p =i m — 2a:, ^ = — 2; 

la valeur de :r = — , tirée de l'équation p=so ^ donHe^r 

conséquent un maximum,k cause du signe négatif de jf (4')- 
La solution du problème proposé consiste donc en ce 
qu'on partage le nombre donné m en deux parties égales. 

On Toit aisément que ce problème renferme encore 
celui-ci : ce On se propose de partager uqe ligne droite don- 
née en deux parties , de sorte qu'on en puisse décrire un 
rectangle dont l'aire soit un maximum, n La solution 000* 
duit à un quarré dont l'aire sera en effet la pllis gratilHe 
parmi tous les rectangles d'un même périmètre* ' ^ 

Problème deuxième. Au dedans d'un angle BAC (fig. 6} 
dont le sinus soit s= or , est donué un point O ; on se |ire** 
posèxie mener par O une ligne droite aux deux côtés .de 
l'angle, de manière que le triangle formé soit un mi/iimiim, 
La position de O étant donnée» on peut regarder les li* 
gnes OB , OG , menées par le point O , parallèles aux dcmx 
côtés de l'angle I comme données ; nous les désignerons par 
a et b» Que l'on mène maintenant par O la ligne D£, en 
supposant qu'elle réponde à la condition demandée ., saToir 
d'être 9 parmi toutes les lignes menées par O, oelle qui 
renferme le moindre triangle DA£. 
Que l'ont fasse DB = x , donc 


X : 


fl :^ X + b : AE, ou AE =f^it:tjÛ 

X 
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la perpemliciilaire menée de D à AË e^t =« ( & ~|- jt ) ; 
donc le triangle 


DAE=: 


«(A - 


Tf 


Or, le trianj^le >:tunt la fouclion qui soit sii.scc|)tiblt!d'u 
•ninîmum, nous le désignerons p^j'^y. On a ainsi 


F ~ - 


? = - 


I>s /)= o on tire x = ± i. 

La première valeur a: =; -|-i vend ^ positif, et indique 
par conséquent un minimum dont la Talcur est := zohù , 
c'est-i-dire le double du poralléiogramme ABOC. Pour la 
construction de ce triangle clierctic, il faut Taire 
BD :» AB ^ i , et mener ensuite du point D , qui sera par 
là (lélerminé, une ligne droite par O. 

L'autre valeur x ^— b rend q négatif, et indique ainsi 
au tnaximvm. Or, iï est visible que le triangle ne peut 
être un maximum; car si x diminue , le triangle augmente 
de plus en plus et s'accroît sans cesse, comme on voit clai- 
rement par l'inspection de la IJgure ( comparer n" 38 ) ; 
donc x^ — b ne peut indiquer un triangle qui soit le 
plus grand. Néanmoins il est certain ( d'après n" 4° ) que 


la valeur de la fonction j' = ' 


-(ôH 


xy 


répond k un 

L la regarde en elle-même ou algébrique- 
ment, c'est-à-dire sans rapport au problème proposé. Pour 
éclaîrcir tout cela davantage , il serait ï propos de cons- 
truire, comme on le fait souvent , la fonction géométrique- 
ment , c'est-à-dire en courbe { où l'on regarderait ar et j" 
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comme des coordonnées ). On obtiendrait ainsi une Ljper- 
bole ou les points x= ±b indiqueraient évidemment la 
plus petite ordonnée positive et la plus petite ordonnée 
négative, c'est-à-dire des ordonnées dont l'une serait un 
maximum, l'autre un minimum. 

On en voit que x:^t — b donne en e£Pet un madcimurh 
de la fonction regardée en elle-même , mais pas une aola- 
tion pour le problème proposé. (7 est donc ici le même cas, 
comme dans des problèmes qui conduisent a certaines 
équations^ où quelques valeurs répondent bien aux éqna- 
tions , mais pas à la solution du problème proposé. 

On trouvera aisément la détermination particulière que 
prend la solution, si l'angle donné est un angle droit, ch. 
« = I y et aussi lorsque le point O est pris au milieo dd 
l'angle où û = A. 

Problème troisième. Soit donné entre les côtés d'ttll 
angle droit DAË (fig. 7) le point O^ de manière que 
OB = â, et OC = & ; on se propose de trouver la plus pt" 
tite ligne que l'on puisse mener par O aux deux cdtés de 
l'angle. 

it b 
On a Dfi = X ; par là CE = — ^; la ligne DE, sappoiéa 

X 

susceptible d'un minimum, ier«=:j'. On a donc 


J' =(i +^)(«* + ar*r. 


d'oh 

P = \y 

a:» ( a» -f a:*) * 

I 

il vient donc o: = ( ba^ )^ ; les deux autres valeurs étant 
imaginaires, seront pour cela négligées (4^)« Lorsque 

X = ( ba* )* , on aura 
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_ 3 

à" {a? + A^ ) • 

Le radical ( a* -|- x* )* dans la fonctîoD jr étant pris 
positiTement (puisqu'on a considéré seulement sa râleur 
absolne qui est toujours positiye ) , q deyient aussi positif; 

X = ( ba^ Y n'indique par conséquent qu'un minimum 

• Il 
dont la yaleur est = {ar -(- b^ )•; ( pris aussi en sens ab- 
solu , donc positif). 

Si dans le problème a-=zby la plus petite ligne est =^a.2 * . 

44* ^oici encore quelques problèmes sur les maxima et 
minima, pour la solution desquels on ne donnera que 
quelques renseignemens. 

Problème 4- Soit propose d'inscrire à un cercle dont le 
ravon = r, le rectangle dont l'aire soît uihmaximum. 

En entendant ici par x la perpendiculaire abaissée du 
centre sur la corde, c'est-à-dire sur le côté du rectangle, 
on aura 

jr = 4x (r* — x»r. 

On obtient pour le maximum x = — =. ( valeur qui ne 

' se peut prendre qu'en sens positif; vojr, le problème 3 du 
n** 43 ). 

Le rectangle cbercbé est donc un quarré. 

Problème 5. Soit proposé d'inscrire à un cercle dont le 
rajon = r, le plus grand triangle isocèle. 

En entendant ici par x la perpendiculaire «ibaissée du 
centre sur la base , on aura 

j- = (r + x).(r» — ar*)V 
Le triangle cbercbé est donc un triangle équilatéral. 

6 
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Problème 6. On se propose de trouver dans la ligne PQ 
(Hg. 8) le point O , placé de manière qae la somme de ses 
distances de deux points donnés M et N ^ pris hors de la 
' ligne , soit un minimum. 

Qu'on mène de M et N les perpendiculaires MP et SQ, 
et qu'on le.s désigne par a et by soit PQ = c. Qu'il soit de 
plus OP = â: ; on obtient ainsi 

^ = MO -f NO = (û* + x*)^+ [i* + (c — a^)^*. 
De p = o, on tirera deux râleurs pour x, saToir: 

X =s j-— — , et x s=: -, , qui , toutes deux , riQvdaiil ç 

b + a b — a ^ ^ 

positif y indiquent deux minima. Mais on se conyaincra ai- 
sément par la construction géométrique qu'il n'j aura 
qu'un seul minimum. Qu'on prolonge pour cela NQ parQ 
jusqu'à ce que QN's=QN, et qu'on mène MN^ Le point 
d'intersection O sera le point cherché , puisque la somme 

MO + N'O = MO + MO 

est moindre que la somme de deux autres lignes qoei-^ 
conques , par exemple , de MO' + KO' sa MO' + NO*. En 
cherchant au moyen des triangles semblables M PO et N'OQ 
la yaleur de PO , opi obtient pour elle la première Taleor 
de j:, que nous ayonstroMTée auparayant. La premijbre yal^ur - 

de X passe en effet à l'autre r , si l'on prend a en sens 

négatif, c'est-â'dîre que les deux points M et ST i^ txgjiyçnt 
aux côtés opposés de la Ijgne PQ. 

Quelle sera la yaleur du minimum? et quelles déteiragii* 
nations particulières subit la solution lorsque qzs^bJ 

Problème 7. On cherche de tous les cônes droits, dont 
la surface = m% celui dont le volume soit un maximi^m, 

Soit le rayon de la base es x et la hauteur du cône ssZy . 
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on aura 

m* =r JT» (z* + X*)* + xV, 

par oh on déterminera d'abord z. On obtient eosuite 

mx ■ - 

Pour le cône cherché, on aura 

mais en entendant par m^ seulement la surface courbe du 
cône , on aura 

X :z = ï : 1/2. 

La proposition du problème se conçoit aoisi en ces ter • 
mes : « Lequel de tous les cônes droits d'un volume donné 
aura la moindre surface? » 

De la même manière que ce problème , se traiteront les 
trois aoÎTans. 

Problème 8. On cherdie , parmi tous les. cylindres droits 
dont la tmahce ^^^^ m% celui dont le Tolume soit un maxi-^ 


Soit le ra jOD de la baae» =: x , et la hauteur =r z ; on 
aium 

m* = aj?xz -J- 3urar' , 

par où on déterminera z ; on obtient ensuite 

0^ trouvera que la hauteur du plus grand cylindre cherché 
sera le Rouble d^ son rayon. 

Mais si l'on ne dç^ne au cylindre qu'une seule base^ la 
hauteur sera égale à son rayon. 

6.. 
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Problème 9. On cherche de tous les prismes perpendicu- 
laires, dont la surface est = m*, et la base un polygone ré- 
gulier d'un nombre donné de côtés , celui qui aura le plus 
grand volume. 

En entendant par x l'un des côtés de la base, par n le 
nombre de ses côtés, par z la hauteur du prisme, et octant 

de plus tang par i, on aura 

(-71X^8 = m*. 


et 

nx^z 


4' 

Apres l'élimination de z, on obtient 


m*x nx^ 


Quel sera le rapport de x à z pour le prisme cherché? 
— Quel changement subira la solution si l'on ne considère 
qu'une seule des deux bases? — Appliquez les formules gé* 
nérales au cas ob la base serait un triangle régulier, un ' 
quarré, un hexagone, etc. — Au lieu du côté de la base, 
on pourrait introduire comme la variable indépendante le 
rayon du cercle circonscrit à la base. 

Problème 10. On cherche de toutes les pyramides per- 
pendiculaires dont la surface est = m*, et dont la base est 
un polygone régulier d'un nombre donné de côtés, celle qui 
aura le plus grand volume. 

Problème 11. Soit proposé de couper une portion d'un 
cercle donné , et de former du reste un cône ; combien de 
degrés comprendra l'arc du segment qu'il faut ôter, poiir ^ 
que le volume du cône soit un maximum? 
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j4pplication du calcul différentiel à la Géométrie. 

45. Nous avons vu clans le n® 25 que , dans les flg. 192, 
3,4» M'Q est ^=p.ùx , savoir : = -f-/7. Ax dans les fig. i 
et 2, et = — p.àx dans les fig. S et 4- 

MQ étant = Ax (25) , il en résulte que 

tang M'MQ = tang MBP =/? , 

c'est-à-dire que la tangente trigonométrique de Pangle MBP, 
compris entre la tangente MB d'une courbe et l'axe des abs- 
cisses, est égale à /? = — , savoir : = +p , dans les fig. i 

et s, ou des deux angles adjacens autour de B, Tangle aigu 
MBP, est tourné vers le côté positif des abscisses ; et t^ — p^ 
d.ans les fig. 3 et 4 > où l'angle aigu MBP est tourné vers le 
côté négs^tîf des abscisses. 

Or^ cet angle varie avec le point de contact ; en dési- 
gnant les coordonnées d'un certain point de contact par 

3if et j\ il faudra dans ^ mettre x' et j* au lieu de x et 

^, pour obtenir la tangente trigonométrique pour ce point 
de contact déterminé , laquelle sera exprimée alors par 

Mais on observera que de ces deux quantités :ii et y ^ x 
seulement pourra être piis à volonté , et qu'il faudra cber- 
cher par l'e'quat ion primitive dé la courbe la valeur, corres- 
pondante de y . 

Pour éclaircir ce qui précède , soit proposé de cbercber 
la tangente trigonométrique du cercle pour les coordonnées 
du point de contact x' et jf\ 

L'équation du cercle rapportée au centre étant 
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I 'i 

J^ = (r» — ;r»)*, il en résulte que f = (r» — x^f j éUnt 

-M > wT ■■■*■ JP 

de plus p = = j , la tangente trigonométrie 

x' — .^' 

que cherchée sera == — p- = j. En prenant* . . . 

^ (r»_x'*)' 

j*'= (r* — a:'*)* positivement , c'est-à-dire en considérant 
la partie du* cercle au-dessus du diamètre ^ oii les ordon- 
nées sont positives (^5) , on yerra par le signe de l'expres- 
sion précédente , de quel côté de l'origine des coordonnées 
la tangente rencontrera l'axe des abscisses; saroir : x' étant 
positif > la tangente rencontrera ?axe des absdsses du côté 
positif des abscisses, comme dans \e,% fig. 3 et 4t mais x' 
étant négatif y comme dans les fig. i et 2, elle la rencon- 
trera du côté négatif. 

Réciproquement , lorsqu'on demande dans une courbe 
donnée le point de contact où la tangente renferme ayec 
l'axe des abscisses un angle dont la tangeôfte trigonomé- 
trique est = a ^ il faut déterminer les coordonnées du 

point de ccmtad: x* et y* par l'équation ^s=s£i, con- 
jointement ayec l'équation donnée de la courbe. SupjkMié» 
par exemple, que la tangente au cercle comprenne aTec 
Taxe des abscisses un angle = 6o®, dont la tangipita tri-» 

gonométrliqne est s= ±: 3' , on aura les deux équationiS 

y«(r._x'.)^ et %^-=f = ^i^, 

il en résuite que 

ri. r 

y S5S - . db 3* , et ^ = + - (si^' se prend positiyement). 

. d y 

Si Ton fait -^ = o , on parvient aux coordonnées dqi 
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poût de eonUcl , oà la taog^te ccnsprend avec l'axe lics 
ùmàaÊer ui «Bgle = o » 00 la tangente est par conséquent 
paallUe k l'axe des abccisses. 

Si Pon fait an contraire -p> s= 00 (condition à laquelle 

on satisfit en égalant à séro le dénominateur dans la va- 

dr'\ 
l»rde-^ 1, l'angle correspondant est = 90% c'est-ii-dire 

que la tangente est perpendicnlaire à Taxe des ali$cis!»e«« 

ftw le cercle dont l'équation j^ = (r* — j:»)*, il ueut 

pcHir^,=*:qo 

x' =5s db r et j^ = o. 

dr 
Or, -p-T-so indique un maximum ou un nuntmum 

d/ I 

(n® 4®); donc, puisque de -p-r=:oo=-, il résulte que 

ox o 

4»:^ dr 

T^=r o (9) ,1a Valeur de -^ = 00 indique un maximum 

ou un minimum, mais par rapport à l'abscisse x\ L'ins- 
pection d'une figure, par exemple du cercle, fera yoir claî- 
rennent l'exactitude de ces deux propositions. 

46. Au moyen de ce qui précède, nous trouverons aisé- 
ment la ^oi/^-Zan^en/e BP (fig. i, a, 3^ 4)* ^" ^ ^^"^ '^ 
triangle MPB 

BP = MP : tang MBP =-/ : ^ (45) =/ .^ (9)- 

Or , d'après Te n** 4^, j^- étant positif dans les fig. i et 2, 

et étant négaftif d^tnjB les fig. 3 et 4 9 l'expression pour la 
loos-tmigente BP sera aussi positive dans les fig. i et 2 , et 
elfe sera négative dkns les fig. 3 et 4* 
B'ttl^rès' cela, ou déterminera aisément la position de la 
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sous-tangente par le signe dont son expression sera affectée. 
Pour la sous^normale PR, on trouve aisément pmr les 
triangles rectangles BMR et PMR ( fig. i , 2, 3 et 4 ) qu'elle 
est égale à 

Sa position s'apprend aussi, comme celle de la sous-tangente, 
par le signe de son expression. 

II est aisé de déduire des valeurs de la sous-tangente et 
de la sous-normale y la longueur de la tangente MB et celle 
de la normale MR. Pour la première on obtient 

et pour la dernière 

y- (■ + m- 

47* Il sera bon , pour les considérations suivantes, de 
rappeler au lecteur , en peu de mots, quelques propositions 
des élémens de la Géométrie analytique, concernant l'équa* 
tion de la ligne droite. 

L'équation la plus générale de la ligne droite est 

jr = ax + b, 

où X et ^ désignent les coordonnées, et a et 6 des quantités 
constantes ( quoique indéterminées ) en sorte que b indique 
l'ordonnée à l'origine des coordonnées, et que a représente 
la tangente trigonométrique de l'angle compris entre la 
ligne droite et l'axe des abscisses, supposé que l'on ait adopté 
des coordonnées rectangulaires , comme cela se fait ordinair 
rement. Quant au signe de a , il sera positif lorsque des 
deux angles formés par la ligne et l'axe des abscisses , celai 
qui est aigu se tourne vers le côté des abscisses positives ; 
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ce qui a lîea pour la tangente BAI, qui doit ici représenter 
h ligne droite en général , dans les fig. i et 2 , où Pan^ 

Au contraire, fa sera négatif lorsque des deux angles, ce- 
lui qui est obtus se tourne ^ers le côté des abscisses posi- 
tives, ce qui a lien pour la tangente BM dans les fig. 3 
et 4* De plus , pour la tangente BM , le point d'intersection 
B se trouve dans les fig. i et 2 du côté négatif , et dans les 
Bg. 3 et 1 du côté positif de l'origine A; donc l'ordonnée à 
l'origine est positive dans toutes les quatre figures , puisque 
les ordonnées se prennent en sens positif au-dessus de l'axe 
des abscisses (sS). Dans le cas contraire, l'ordonnée à l'ori- 
gine, ou b dans l'équation générale de la ligne droite, est 
négative.' D'après cela , le lecteur pourra sans peine proje- 
ter les quatre formes suivantes : 

(0 jr = + «x + ft, (2) jr = + ax — by 
(3) j^ z= — ax + by (4) jr = — ax ^ b. 

Si l'on donne à la droite des déterminations particuT | 
lières , l'équation même de la ligne se particularise f^ar oela. 
Considérons maintenant quelques-unes de *ces déteri^i- 
nations. 

Soit proposé de trouver l'équation d'une ligne droite 
<)ui , renfermant avec Taxe des abscisses un angle dont la 
tangente trigonométrique = a', passe par un point dont 
les coordonnées sont « et jS. 

On aura alors , outre l'équation générale jr^zox + ùf 
Qnoore pour le point donné 

^ = atf -f- 6; 

^ cha&sant b des deux équations , on obtient 

jr — fi = a (x ^ s). 
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De ploS) à cause de Fangle Aottué , oh a pour réqàation 
chei'chée . -^ ^ 

Cette équation pourra encore s'exprimer par 

jr = a'x + fi — a'm, 

et i'oQ Yoit que la lettre b de l'équation générale est repré- 
sentée par l'expression 

i9 — àti, 

le signe de laquelle reste encore à chercher, pour déterminer 
la figure correspondante de la ligne selon les quatre formes 
particulières ci -dessus rapportées. 

D'une manière semblable on parvient pour la ligne 
droite qui passe par deux poiulS dont lés coordonnées' sont 
«, /S, et et\ fi^, à l'équation suivante : 

Enfin , soit proposé de trouver l'équation de la ligné 
droite perpendiculaire sur une autre dont l'équation 

jr c= ax + b\ 

La ligne cherchée formera^ a cause de sa perpcndicula- 
rite avec l'axe des abscisses, un angfe dont la tangente tri- 

gonométrique = -r» parce que les deux angles formés par 

la ligne cherchée et la ligne donnée avec le même axe des 
abscisses se suppléent mutuellement pour faire un angle 
droit. De plus , la position de la ligne cherchée apparte* 
nant aux deux dernières des quatre formes ci-dessus, on a 
pour l'équation démandée 
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- ^ , a 


Si la ligae cherchée doit en outre passer par un point 
doat les coordonnées sont m et ^3, on a pour son équation 

48. D'après cela , il est aisé de trouver les équations de 
la tangente et de la normale pour une courbe quelconque. 

La tangente passant par un point dont les coordonnées 
9onix\jr, et renfermant ayec l'axe des abscisses un angle 

dont la taâgfeiite trîgonoraétrique = -y-j (45) , a pour équa- 
tion (47) 

jr-y = -^A^-^)' 


De plus 9 la normale étant perpendiculaire à la tangente 
et passant par un point dont les coordonnées sont x' yj\ 
a pour équation (47) 

/ dx' , 

•r — j^ =- jp.(x-x). 

Exemple, Pour le cercle dont l'équation, j-' + ar* = r* , 
on a, oomme nous avons déjà montré n" 4^ 9 

d'oà l'équation de la tangente 

— a:'(x — a:') 
jr^jr = y , 

<»«» (f équation du cercle donnant r* + *'* = '^ ) 


V . 
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De-pIuSy on a pour le cercle 

— Jx _y 

'don&y la Dormale a pour équation 

y' 

X 

L'absence du terme constant dans cette équation £ftit voir 
que l'ordonnée à Torigine des coordonnées , qui est ici le 
centre, est = o (4^) 9 et qu'en conséquence la normale passe 
par le centre , c'est-à-dire qu'elle est un des rayons. 

Problème, Soit donnée l'équation 

équation générale de toutes les sections <lu cône rapportée 

ir 
au sommet et à l'axe. On propose de trouver -p, et ensuite 

l'équation de la tangente et de la normale. 

49* Reprenons maintenant de nouveau l'expression cod- 
sidérée dans le n" aS^ 

Nous avons vu , au numéro cité , que ^ est positif dans 
les fig, I et 3 , où la courbe tourne sa convexité vers l'axe 
des abscisses ; négatif dans les fig. 2 et 4 > où elle tourne sa 
concavité vers l'axe des abscisses. Or^ on a (17) 

1.2 1.2.3 1.2.3.4 

et, d'après le n^ 39 , si Àx est pris assez petit /^^ sera posi- 
tif ou négatif, selon que q est positif ou n^tif. On voit par 
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tj que In courbe tournera daos un )>oint sa cunTexîté ou sa 
cwicaïité vers l'axe des abscisses, selou que le coefficient 
■HITèrentiel du second ordre q , tiré de l'équation de la 
courbe , pour la valeur correspondante de l'abscisse x, est 
posilif ou négatif. Il s'ensuit en même temps que pour un 
maximum oap := o et 9 négatif (4f) , la courbe tournera 
EécesMiremenl sa concavité vers l'axe des abscisses , et que ■ 
pnurun minimum oàp'^o et y positif, la courbe tour- 
nera nécessairement sa conveiité vers l'ase des abscisses. 
I^ÎBspection d'une figure celaircira cela sans peine. 

II est clair , par le précédent comme par le n" 4^ , que 
pcmr apprendre la position d'une courbe par rapport à 
Taxe des abscisses dans un point donné , il faut examiner 
tessîgoes que prennent^ et q dans ce point. 

Si q change de signe immédiatement avant et après un 
point donné , on en conclut que la courbe est de l'un des 
fàlh de ce point conïes.e , et de l'autre concave vers l'axe 
Jb abscisses ; un tel point s'appelle point d'inflexion, II est 
«rident que 5 dans ce point, où son signe passe à l'opposé, 
sGra nul ou infini , la dernière circonstance ayant lieu si q 
Kt une fraction dont le dénominateur s'évanouit pour ce 
point. 

D'ailleurs, pour mieux comprendre comment une quan- 
tité passe du positif au négatif par l'infini , il sera à propos 

(le se rappeler de la Trigonométrie , que la quantité 

ixprime la longueur de la tangente d'un angle x, de- 


'ient infinie lorsqi 
'lÉIre positive; 

Mais quand même pau 
Jrait, ou ^ D , ou = co 


quand la tangente cesiiant 
devenir négative, 
un point d'inflexion q devleu- 
la réciproque de la proposition 
pas nécessairement lieu , et il n'existe pas toutes lès fois 
point d'inflexion pour g = o , ou = 00 j car l'équation 
ne courbe représentée fig. n, qui a, au point A, nn 
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poirU de rebroussement, iloît contenir nécessairement un 
radical d'un degré pair. C'est ainsi seulement que les ordon- 
nées poureot denrenir imaginaires et que l'existence de la 
courbe deyient impossible de l'un des côtés de ce point. 
Mais dans les équations de ce genre , les premiers coefficieas 
différeutiels deyienneqt = o pour la yaleur de 9 qijii laÂt 
^- évanouir le radical , et les coeffîciens consécutifs deyienneoft 
= CO) comme il a été déjà montré n®' 23 et 26. On obser- 
vera donc pour cela ce qui suit : si pour une certaine va- 
leur de X , jT est = o ou = 00 > il faut examiner l'équation 
primitive , si elle indique l'existence de la courbe seulement 
d'un côté de ce point ou de l'un et de l'autre en même 
temps; ce n'est que dans le dernier cas que le poii|t examiné 
peut être un point d'inflexion , tandis que dans le premier 
cas il peut être un point de rebroussement. 

Il arrive souvent que pour quelques valeurs de x^ pour 
lesquelles/? := o ou = 00 , q devient aussi = o ou = oo', 
sans qu'il u'existe ni l'un ni l'autre de ces deux points, ce 
qui sera examiné dans la suite. Cest pour cette raison et 
parce que quelques valeurs de x, par lesquelles p ainsi que 
q deviennent = o ou = 00 , ne correspondent à aucune 
ordonnée ( ce qui se fait voir alors par l'équation primitiye) 
qu'il ^t Absolument nécessaire de considérer conjointement 
les expressions àejr,p et q. 

Tout ce qui a été dit dans ce numéro sera éclairci dans 
la suite par l'anal}'se de quelques courbes. 

5o. Considérons maintenant deux courbes dont le$ équa^^ 
tiens soient 

jr ==/(x) et jr =z ^ (j;). 

Supposons que ces deux courbes se rencontrent en un point 
dont les coordonnées sont x' et y, de manière qu'on ait 
pofir ce point 



Lm coefTicien» différeatieli , apiis y avoir substitué x' 
au lieu de x, soient représentéi pour la pieniière courbe 
fitp',^,r'... (45), et pour l'autre courlw [wr P*, Q*, 
b',.--i dcsigiions de plus In difFiirciice désordonnées, ou 
Afi pour la première cnurlie par i' , et pour la seconde par 
K. On aura ainsi, par le tliéurème de Taj'Ior, en mettant 
l' + isulieucle^', 

^ A' . ^' . 


K'=P'.A + Q'.— + R'.- 


2.3^ 


rTî^ 


o^jj'jj', r',. .., P', Q', R',. . ., ne renferment que x' et des 
<|aantités tnnstantes. S'il arrivait mainteuant qu'on eût 
fis: P', les deux courbes ayant un point commun, au- 
ront la même tangente à ce point ( d'après n" 4S),et il sera 
en Dième temps 

h* "-' 


H 


hCr'-R'). 


2.3 


npreaiun qui donne la dilTérence des ordonnées des dcujL 
Wlirfiaou la distance de ces courbes immédiatement auprès 
<li| {tojpt 4b contact, supposé qu'on fasse h assez petite- 
Cette distance deviendrait encore moindre, savoir égale à 

(r'-R').--,+.... 


|i ù l'an avait en niême temps p'^P et j'^Q'. Enfin, ou 

loitniwBiQut que celle distance sera d'aulani plus petite, 

' <^Ml-iT^ire que les deux courbes sont d'autant plus près 


g6 APPLICATION A LA GÉOM^RIE. 

tact (donc pour h trës petite), que plusieurs des quantités 
p' — P', q' — Q', / — R'. . . , s'anéantissent. On exprime 
cela ainsi : « Que les deux courbes qui passent par un point 
dont les ooordo;inées sont j/y y y ont un contact du premier ■ 
ordre si p' — P' = o; un contact du second ordre^ si 
pC— P^=so et ^-— 'Q'=so ; un contact du troisième ordre , 
si j/— P'ssso, gr'— 0^=0 et r — R'=o; et ainsi de suite 
pour un contact d'un ordre quelconque. 

On déduira facilement de ce qui précède le procédé pour 
procurer à une courbe , dont l'équation est j^ = ^ (x) y un 
contact d'un ordre quelconque, par exemple, du nombre 
n en un point dont les coordonnées sont x\ jr\ avec une 
courbe déterminée dont l'équation est jr = fix) y c^est- 
à-dire avec une coui'be oii toutes les quantités constantes 
sont supposées comme tout-à-fait déterminées. Mettant 
pour cela dans les n premiers coeffîciens différentiels x^ 
au lieu de J:, on déterminera ensuite par les n équations 

/?' — P' = o, y' — Q' = o..., etc., 
combinées avec l'équalion primitive 

y=f(x)^(p(x'), 

n -f- 1 quantités constantes qui entrent dans l'équation 

Il faut donc , comme on voit sur-le-cbamp , que l'équa- 
tion d'une courbe , pour qu'elle soit susceptible d'un oon*^ 
tact du premier ordre , contienne deux quantités constantes, 
pour un contact du second ordre trois constantes*, en gé- 
néral , pour un contact de l'ordre n , n -f- i constantes. 

Une courbe à qui l'on a donné un contact de l'ordre le 
pluséle^é dont elle soit susceptible, c'est-à-dire que toute» 
les quantités constantes qui entrent dans son équatioiv 
soient déterminées de la manière précédemment exposée ,, 
s'appelle courbe oscuUurice. 
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Si. Donnons pour exemple à la ligne droite (car ee qui a 
lien ponr les coorbes en général , doit aussi rester en valeur 
pour b ligne droite) , qui a pour équation 

jr z^ ax + b, 

un oootaot du premier ordre dans un point dont les coor- 
données sont 4/ y y, ayec la courbe déterminée (5o) , 
j=:/(x). On a donc 

^ ^{:^ =ajf + b et F = ^ = a. 
On obtient par \k ^ d'après le numéro précédent^ les deux 


f^x') = y=iuf+b et a=y = ^ 


n en résulte que 




L'équation de la ligne droite qui a un contact du premier 
ordre (5o) avec la courbe proposée, dans un point dont les 
coordonnées sont x' et j^, ou l'équation de la droite qi|i est 
^Qgente à cette courbe au point nommé^ sera donc 

wmme nous ayons trouvé n® 4®. 

Considérons, pour second exemple, le cercle. Son équa- 
tion la plus générale est , comme on sait , 

Cr — «* + (*--r = r*, 

0& r désigne le rayon , et «, /9 les coordonnées du centre. Le 
^cle est, par conséquent , susceptible d^un contact du se- 
^^ ordre , son équation renfermant trois quantités eons- 
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tantes ; il ne devient <lone cercle osculateur que par un con- 
tact de cet ordre (5o). En différenciant deaiL fois de 
suite l'équation du cercle ^ on obtient 


[r'^(x— a)-]» ""^ [r»— (a:— «)»]^ 


On aura donc^ d'après le procédé du numéro précédent, 

r' —'fi=[r^—(o/—^y]\ . . . (i), 

P= — ;••• Wf 

— r* 
q= 5 (3). 

Après avoir élevé au quarré les deux membres des équa- 
tions (2) et (3) I et cbassé j/ — « ^ on obtient sur*le-cbamp 

±:(i4-»*)* 
L'expression r s=z — ^ — LJLL^ appartient donc au rayon 

du cercle osculateur pour chaque point de la courbe propo- 
sée^ les coordonnées duquel sont x etjr. 

Le double signe qui se rapporte à la posi^iqn opposée de 
deux4 rayons formant ensemble un diamètre ^ fait recon- 
naître que le centre du cercle osculateur et Paxe des abs- 
cisses se trouvent, ou du même côté, ou des côtés différens 
de la courbe. Dans le premier cas, la courbe est concave 
Tcrs l'axe des abscisses, et q sera négatif (49)* Dans le second 

cas, la courbe est convexe vers l'axe des abscisses, et q sera 

3 
positif. Donc, si l'on prend .toutes les fois (1 -f- /?*)*positîr, 
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I 

retf seront de même signe. Il est aisé; d'après cela, de 
4léterminer la position da rayon r. 

Exemple. Pour la parabole , on a 


m' —m' 


d*o& p— ^ et qz=z ^ , 

donc r^ -^^ + ")* 


2??1 


% 


n^atif parce que q est négatif. 

Problème. Soit proposé de trourer la valeur de r pour la 
section du cône en général, dont l'équation j^'snmx'^na^ ^ 
et d'exprimer ensuite cette valeur par la normale. 

Quelle valeur aura r, lorsque a? = o ? 

De l'équation (2) on tire 

dj-_ — (ar^ — ec) _ — (ar^-,i) 

d'où l'on déduit 

jr —fi= — —.{x—a), 

ee qui est, d'après le n^ 4^9 l'équation dé la normale qui 
appartient au point ar', j/, et qui passe par le point «, jS. 
On conçoit que le cercle osculateur a placé son centre dans 
la normale menée par le point de contact II sera donc aisé 
de construire le rajon osculateur pour un point déterminé 
d'une courbe , puisqu'on connaît non<seulement sa longueur, 
mais aussi la circonstance qu'il se trouve dans la normale 
da point donné et du côté concave de la courbe. 
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La courbure du cercle est uniforme dans tous ses points, 
et en raison inverse de la longueur de son rayon , tandis 
que la courbure de toute autre courbe est inégale. Mais 
comme la courbe a dans chaque point presque la même 
courbure que son cercle osculatenr (5o) , on peut juger de 
sa courbure dans chaque point par celle du cercle oscula- 
tenr appartenant; c'est pour cela que le cercle osculatenr 
est nommé cercle de courbure, et le rajon osculatenr^ rajron 
de courbure. 

52. En observant qu'à chaque x' et jr' correspond un 
autre « et iS , on comprendra qu'il faut nécessairement que 
les centres forment une courbe continue aussi bien que la 
courbe proposée. On parvient à l'équation de cette courbe , 
que nous nommerons courbe des centres, par les équations 
(i) y (2) , (3) du numéro précédent. En effet, on obtient 

X — «=■* -7 , ei jr — ^ = -^ . 

En substituant dans ces deux expressions pour y y p' et ^ 
leurs valeurs en x\ et éliminant ensuite x\ on parvient 
à l'éiquation cherchée entre « et iS. 

Exemple. On se propose de trouver la courbe des centres 
pour la parabole ordinaire, qui a pour équation ^*= mx . 
On a 

, -—711 

P =' — T' ^— F» 

donc 


,4./.=!!L+4f:. 


4ar 
Il vient par là 


m 


— -(771 + 4^0 / ^ — '»• 2 

X — flfc = — i 2--^ , oua: = — -R — SBS — r — 


^ 3-' 
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on a de ptas 

m* 

d'oà 

oa 

1 i 

4^?^*=— m^iS, oaenGn i&r'^=m]3*; 

en y substituant la valeur trouvée précédemment de â/> 
on obtient , pour l'équation cherchée , 


<- - ? 


37711 


— ^ iv 


en mettant et =^^'} c'est-à-dire en transportant dans 

la fig. 9 Porîgine des abscisses de A à D, en sorte que. • . . 
ADs: — , on parvient à l'équation 

27. m 

Dans la courbe représentée fig. 9 , la branche DF con- 
tient les centres des cercles osculateurs de la branche AK 
de la parabole B AK. 


Analjrse de quelques courbes. 

53. Nous allons appliquer maintenant à quelques courbes 
ce qui a été exposé depuis le n^ 4^ jusqu'ici. 

Problème i. Soit donné un cercle (fig. 10) et son équa- 
tion rapportée au centre. On se propose de trouver la courbe 


102 APPLlÇkriOUt A LA GÉOméTRIE. 

dont Tordonnée soit à l'ordonnée du cercle pour la mémtf 
abscisse, comme l'abscisse est au rayon. 

Désignant l'ordonnée du cercle par z y le rayon par r, on 
aura 


I 


J5 = (r»— X»)* ; 

donc il Tiendra 

1 
j-: (r»— x»)* = a: : r, ou ^ : r» — jr' = x* : r», 

d'oii 

i-j* = r»a:»— ar^y ou jrs=^ i-. 

Cette équation fait yoir que la courbe cherchée coupe le 
diamètre au centre y parce que, dans ce point , c'est-à-dire 
pour j:=o^ j" devient =o , ce qui a lieu aussi pour les points 
A et B , parce que pour j: = db r, j- devient =: o. De plus, 
la courbe est fermée aux points A et B, et elle ne s'étend 
pas au-delà de ces points , parce que pour x"^ di r, jr 
devient imaginaire; elle est tout à* fait symétrique au-dessus 
et au-dessous du diamètre AB , ce qui se fait reconnaître par 
la deuxième puissance de jr, en sorte que le radical 
t^ 

\ — — L.y pris en sens positif, correspond à la partie de 

p 

la courbe au-dessus du diamètre , et le radical pris en sens 
négatif, à la partie au-dessous du diamètre (aS). La même 
symétrie de la courbe par rapport au diamètre CD se fait 
yoir de même par les puissances paires de x ; d'ob il s'ensuit 
que le centre O, et les diamètres AB et CD du cercle sont éga- 
lement le centre et les diamètres de la courbe cherchée. 
Par la différenciation , on obtient , 

P— r, 


r.(r» — X») 


a 
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par-o& l'on reconnaît la tangente trigooométrique de l'angle 
que la tangente de la courbe renferme a^ec le diamètre 
(saTOÎr pour chaque point > supposé qu'on substitue à x 
la Taleur de l'abscisse appartenant à ce point ) ; et cette ex- 
pression se rapporte, d'après les remarques faites sur l'équa- 
tion primitive 9 à la partie supérieure de la courbe , le 
radical étant pris positif; à la partie inférieure y si l'on 
prend le radical négatif. 

Pour le centre O,oùa: = 0y on a /? = ih »; dans ce 
point, où les parties inférieure et supérieure se confondent, 
il ja deux valeurs de p, par conséquent deux tangentes HO 
et GO, dont chacune renferme, avec le diamètre, un angle 
égal à la mpitié d'un droit. 

Si l'on fait/7 = o , on obtient 

r* — i 2a:* = o d'où x = di — ; 

2» 

\ 

k tangente est, par conséquent, parallèle au diamètre dans 
les points M et M', dont les abscisses correspondantes sont 

0P = + -^ et OF = — ^, (n«45). 

2^* 2» 

Enfin, si l'on fait/? = oo = - , c'est-à-dire en égalant le 
dénominateur de/? à zéro (45) , on trouye 

r* — ar* = o , d'où x = ±: r, 

c est' à-dire qu'aux extrémités du diamètre A et B, la tan^ 
gente est perpendiculaire au diamètre (45). 
De plus, on obtient 

9= J. 
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En ofacerTant d'abord qu'il faudrait plutdt mettre oeitt 
expression sous la forme 

(ax« — 3r»).(a:*)* 
^— i— > 

et que le radical positif^ tant au numérateur qu'au dénomi- 
nateur, se rapporte à la partie supérieure de la courbe, 
oomme le radical n^atif à la partie inférieure (ce qui a été 
déjà dit ci-dessus) , on trouve que pour les deux Taleurs 

r r 

« =+—7 et ar=— — , pour lesquelles /? s= o, q de- 

▼îènt négatif, tant pour la partie Bupérieure que pour la 
partie inférieure de la courbe; circonstance qui indique un 
maximum, ainsi qu'on devait s'y attendre (4o). 
En £Biisant jr = o ^ on obtient les deux yaleurs ar :^ o 

« sa r. f - j ; mais la seconde valeur étant impossible > vu 

Péquation primitive, on n'a qu'à considérer la première (49)* 
Elle indique que le point O est un point d'inflexion (49) ; 
car on trouve 1 en effet , qu'il y a des portions de la courbe 
de part et d'autre de ce point. Puis , en prenant x positif 
et regardant j* positif ^ c'est-à-dire en considérant la par- 
tie supérieure de la courbe, q devient négatif; donc la 
courbe y est concave vers l'axe des abscisses (49)* En pre^ 
nant x négatif et j négatif, q devient encore négatif, et 
la courbe est aussi concave vers l'axe des abscisses , dans 
sa partie inférieure. Il y a donc en O un point d'inflexion 
pour la branche MO , aussi Inen que pour l'autre bran- 
che M'O. 

Au reste, il sera aisé de construire la courbe par points, 
suivant la proposition du problème. Qu'on mène pour cela, 
en B, une tangente au cercle , aut laquelle on coupe BN', 
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4gale il PordoDDée da cercle PN ; qu'on mène ensuite ON^ 
le point d'intersection M de cette ligne et de l'ordonnée PN 
wra un point de la courbe cherchée. 

Problème 2. On se propose de trouver la courbe dont 
l'ordonnée soit à l'ordonnée du cercle comme le rayon est 
t l'abscisse , commune à l'une et à l'autre de ces courbes. 
' Le lecteur résoudra aisément ce problème de la même 
manière que le précédent; on ne lui donnera pour cela 
que quelques renseignemens. 

D'après la proposition , on a pour équation primitive- 

r(r^ _ X*) ' 
jr=^— — y 

ou bien 

\_ 




Les diamètres AB et CD (fig. 10) appartiennent à l'une 
et à l'autre des courbes. 
On a ici 

P= ï et q = '. 3-. 

ar^r» — a:*)* a:V — ^*)* 

La courbe coupe le diamètre à ses deux, extrémités. 
La tangente est perpendiculaire e^nO; or, pour ce point, 
J deyient infini dans l'équation primitive : donc, le dia- 

mètre CD est une asympjote. Lorsque x=:±rr-j , il ya 

un point d'inflexion. 

Quant aux valeurs de a: =i: o et ar :£= dz r , pour lesi- 
çiuelles y = 00 , voyez n® 49» 

La courbe est composée de deux branches , dont l'une 
f^ représentée par BZ dans la fig. 10. 


^ 
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La construction de la courbe par points a^effectuera 
sèment > suivant la proposition du problème. 

Problème 3. Étant donnée l'équation du cercle rappor- 
tée au diamètre et au sommet (fig. ii), on se propose de 
trouver la courbe , dont l'ordonnée soit à l'ordonnée du 
cercle (pour la même abscisse) , comme lesdeuK segmens 
du diamètre. On a donc 

j* : «(ar— ar) =3 a:* : (ar — a:)*, 

r étant le rayon du cercle ; de là 

1 

(ar — X) 

La courbe est symétrique ; seulement par rapport au dia- 
mètre AB. Quant au signe du radical , tout a lieu comme 
dans le premier problème. 

La courbe ne s'étend que depuis A jusqu'à B^ au-dessus^ 
et au-dessous du diamètre AB. 

£n différenciant l'équation donnée , 


on obtient 


J- 

"~— 


X» 



1 

1 9 



(ar 

-x)' 

l 

\n 



1 

.(3r- 

-X) 

P 

/^ 


S y 


expression qui devient aussi nulle quand ar = o. 11 s'en- 
suit que la tangente est dans le point A parallèle à l'axe 
des abscisses ; et parce qu'au même point la courbe ren* 
contre l'axe , l'axe des abscisses lui-même est la tangente 
La valeur x = 3ry pour laquelle /? devient aussi nul y ne 
donne y suivant l'éqnation primitive , aucune détermina*^ 
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tioD pour la courbe (49)* En B, oîi ji= sr^^el jy=:oo , 
h tangente est perpendiculaire sur le diamètre, et die 
est m même temps une asymptote 9 jr étant ici = oo. 
De plus, on a 

9 = - r- 

a:»(ar — x)* 

Cette expression devient 00 quand x = 2r et quand :r = o. 
Qaant à la première valeur, pour laquelle aussi /?= co, 
voyez n° 49* ^ seconde yaleur indique dans la courbe, 
au point A , un point de rebroussemenl, les coordonnées 
étant imaginaires pour x négatif, d'après l'équation propo- 
sée (49). 

En menant de A jusqu'à la tangente une ligne quelconque 
AN, et élevant au point d'intersection M' l'ordonnée du 
cercle M'P'; faisant, de plus, AP=BP', et menant l'or- 
donnée PM qui coupe AN en Q, on aura 

AP : AF = PQ : P'M', 

ou, puisque AP/ = BP, et PM = P'M', 

AP: BP = PQ :PM, 

ce qui satisfait au problème. Donc, PQ sera l'ordonnée 
de la courbe cbercbée, qui s'appelle cissoïde. D'après cela , 
il est aisé de voir que M'N = AQ. Donc, pour la cotis- 
truction de la courbe par points, on n'aura qu'à porter 
sur une ligne tirée arbitrairement AN, la portion M'N 
qui se trouve bors du cercle, de A jusqu'à Q; Q sera un 
point de la courbe. 

54. Voici maintenant encore quelques problèmes qui ser- 
viront à l'analyse des courbes. Le lecteur résoudra , à l'aide 
de la métbode précédente, les problèmes , et sera en même 
temps en état de construire les figures correspondantes ; on 
ne lui donnera que quelques renseignemens. 
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Problème 4* On ae propose de trouver le lieu du aooh' 
met du triangle , dans lequel les quarrés de la hauteur et 
de la base sont entre eux comme les deux segmens de la base. 

On obtient pour équation de la' courbe 


1 


•^ — r> P — — T Tf 9 — 1 5** 

(a — x)* 2a:* (a — a:)' 4** (a — x)* 

La courbe a-t-elle un point d'inflexion , et oii ? 

Problème S, Soit proposé de construire et de tracer 
la courbe qui a pour équation 


On a 


•^ a — a: 


p s= mab + 3ax — bx — ^x* 

!i(a—xy.(b + xy 


et 


z "^ 5 3» 

4(a—xy.ib+xy 

Pour examiner le point où la tangente est parallèle k 
l'axe des abscisses, ou dans lequel il y a un maximum, 
pour l'ordonnée, il faut égaler à zéro le numérateur de 
p (45) ; on obtient par là 

3a— b db [i6ab + (3a — *)•]* 
X Sis ■ : — . 

4 

Pour examiner si les deux valeurs de x , dont l'une est 
positive , l'autre négative , auront lieu , il faut comparer 
avec elles l'équation primitive , comme il a été &it dans le 
premier problème ; cela s'efifectuera le plus aisément par 
le procédé suivant. La primitive étant 
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x^*^ a — X ab ^ax — ftx — je*' 

0Q| en substituant à la yaleor de o^, celle qu'on a tirée 

de Péqnation p :=â o , 

^ {b + xY 

bx Zax - ' 

a?* -f- ^— •— — ^ -4- €uc — vx — ar* 
2 2 

on aura 

._ --^x{b + x)\ 

^ ~ a + b 

d'où il résulte que la valeur positive de x , tirée de l'équa- 
tion ^ = o , n'indique aucun point de la^ courbe. La tan- 
gente n'est donc parallèle à Paxe des abscisses que pour une 
seule valeur de x négatif. 

Il' faut opérer d'une manière semblable ^ en examinant 
la valeur de x y pour laquelle ^ devient nul. En efiet, on 
déduira de ^ = o, 

^ab{a -f- ^) ^_ ^ob 
^ ~ b^ — Za^ — !iab'^ b — Zd 

En substituant cette valeur dans l'équation primitive , 
il vient 

— i&ab^ 
^ — Z{b — UY' 

expression d'une quantité imaginaire. Donc^ la valeur 
^sso n'indique aucune ordonnée. 

Nous donnons au lecteur à examiner dans quels points 
la tangente sera perpendiculaire à l'axe des abscisses, et 
de quelle nature seront les tangentes aux points x=0| 
*=«, a:= — b. De plus, on demande la nature de la courbe, 
d'abord I lorsque ^ = a , et puis lorsque ^ = o. Dans le 
dernier cas, une portion de la courbe, appelée une feuille^ 
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s'éTanonity et la courbe elle-même se cbange dans celle 
que nous ayons considérée dans le problème troisième. 
Problème 6. Soit donnée Féquation 

jr= . 

On se propose de trouTer la figure de la courbe corres** 
pondante > qui s'appelle conchoïde. On obtient 

— (a'b + x^) a\7,a^b —x^—lbx^) 
P= T' ^— 3 • 

Il sera bon d'examiner séparément les trois cas à ^a, 
b*^ a et bzsza. 

Soit donc, premièrement , b ^a; l'axe des ordonnées 
est une asymptote. La tangente, oii sera-t-elle perpendi- 
culaire à l'axe des abscisses, et où lui sera-t-elle parallèle? 

Il j a du côté négatif des abscisses , entre a: = — 6 et 
,r =: — â , un nœud. 

Quant aux valeurs pour lesquelles q devient négatif, il 
faut comparer les observations faites vers la fin du n^ 49* 

Pour qzsio, on a l'équation du troisième degré 

a:' -f- 3bx* — 2a^b = o ; 

en y appliquant les règles connues , on trouve qu'elle n'a 
qu'une seule racine réelle et positive, si b'^a, et si en 

même temps b < — = -, maïs elle peut avoir trois racines 

réelles, si ô < a, et si en même temps b^ — r:. Mais^ 

dans le dernier cas , on pourra prouver que ses deux ra« 
cines réelles et négatives ne répondent à aucune ordon- 
née ; car en substituant successivement dans l'équation du 
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troisième degré les valeurs x=z — a, :rs= — ay^a et 
wr=: — 4^ y elle donne successÎTement un résultat néga- 
tif, un résultat positif^ et encore un résultat positif. 
On en conçoit que l'équation du troisième degré a deux 
racines réelles et négatiyes, chacune plus grande que a^ 
qui n'indiquent ainsi aucune ordonnée, puisque, d'après 
Féquation prîmitiye , la courbe ne s'étend pas au-delà de 
0::=: — tf. L'équation du troisième degré n*a donc pour 
b <^a qu'une seule racine réelle et positiye qui indique 
une ordonnée. II n'y aura par conséquent qu'un seul point 
d'inflexion , du côté positif des abscisses. 

Soit, secondement, 6 ]> a. Il y a un point conjugué 
{isolé) appartenant à la courbe , parce que, quand x = — bj 
jr devient nul , et qu'immédiatement autour de ce point 
il n'y a pas d'ordonnée. Ce point a été engendré par l'éya- 
nouissetnent du nœud , dont nous ayons fait mention au 
premier cas. 

L'équation du troisième degré 

or' -f- Zbx^ — 7,a^b = o 

contient , comme on trouve aisément , une racine réelle et 
négative qui n'indique aucune ordonnée. II n'y a ici que 
deux points d'inflexion, un de chaque côté de l'axe des 
ordonnées. 

Soit enfin ^ = «• Lorsque a: = — a, p devient = — : on 

trouve par le n** 36, pour sa vraie valeur, p = o; c'est 
là qu'il y a un point de rebroussement. 

£n divisant l'expression de q au numérateur et au dé- 
nominateur par a -|- a:^ on obtient 

d^( 7.c^ — 'i.ax — a:* ) 

y=_v _ _. 


/^ 
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li n'y a qu'un seul point d'inflexion , du oôté positif des 
abscisses. 

Problème 7. On demande la nature de la courbe qui 
se décrit par le point M (fig. ia) , pris sur la circonfé- 
rence du cercle GMQ roulant sur la droite AL. 

Soit, au commencement du mouvement , le point M 
en A et AP = «, PMs=ri l'arc MQsszt, et le rayon 
du cercle générateur = a. 

Éleyant en Q une perpendiculaire (qui passe par le centre 
du cercle O) , de manière que QG = aa, el menant tor 
elle par M la perpendiculaire MN , on aura 

NQ = sin Yerjse t = MP =jr ; 

d'oJi 

1 

t =s arc (sin Yerse =5 j-) , MN = {2ajr — ^)* = PQ , 

AP=x = AQ — PQ = AQ — MN = «— (2^— ^y, 

ou 

X = arc (sin verse = j*) — (aoy* — j**) • ; 

il en résulte que la courbe cherchée, qu'on appelle çjrcloïde 
à cause de sa génération , est une courbe transcendante (a). 
On voit d'ailleurs aisément | par le n^ ag, que cette équa- 
tion se changerait, pour le rayon ==i, en 

xsa^a arc r sin verse = -) — (a^T^ — JT^)*^ . 
En différenciant cette équation (29) , on obtient 

dJP = ^^-^ 1 . 

On parvient par là aisément, d'après le n® 4^, aux exprès-» 
sions pour la tangente, la sous-tangente, la normale et la 
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sous^normale; L'expression pour la normale {^aj-y fait 
Toir que la corde MQ est en même temps la normale , et 
que 9 l'angle GMQ étant égal à un droit , MG est la tan- 
gente. 

On peut différencier une seconde fois l'équation différen- 
tielle de la cydoïde, en j regardant^ d'après le n^ i5 ^ dj'et 

p = 1— :! — "^ comme variables , mais ùx comme cons- 
tant; on obtient ainsi 

d'oji l'on tire, après les réductions nécessaires, 

— €idx* 


dtr= 


r • 


An moyen des valeurs trouvées de p et q, on obtient 
d'abord, d'après le n^ 5i , pour le rayon de courbure, 
Pexpressîon suivante : 

3 2 1 

r = — 2* .a* .j-' ; 
puis on obtient, d'après le n** 52, 

2 

jr'^fi = ajr, et « — « =~a(2fl[r — j*)*, 

d'oii 

I 
jrssz^fi^ et « = * — 2( — nafi — /8')*. 

En substituant ces deux valeurs dans l'équation de la 
cjrclotde, trouvée ci-dessus, on parvient à l'équation de 
la courbe des centres (52) , 

m = arc (sin verse = — i8) + ( — ^afi — fi*y. 

8 
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En menant par le point J, milieu de âL, la perpendi- 
culaire A'J= 2a, et par A' la ligne A'Q', parallèle k AL j 
transportant ensuite Porigîne des coordonnées de A à A', en 
sorte que les abscisses soient prises en sens positif de A' 
vers Q', et les ordonnées de A' vers J , c'est-à-dire en 
mettant — /8 = 2a — ^, et # =: «sr — a', l'équation de la 
<K>urbe des centres devient 

€e' =: or — arc (sin verse x=5 2a — /8') — {2a^' — /9'*)* , 

0U| en observant que deux arcs dont les sinus verses réu- 
nis composent le diamëtre , sont ensemble égaux à la demi- 
circonférence du cercle , 

«' = arc (sin verse = /S') — {2afi' — ys'» ) * • 

il en résulte que la courbe des centres A'M'A est une cy- 
cloïde ; semblable et égale à la proposée. 

De la différentielle de Faire, 

.55. L|i proposition du n® 24 9 dont nous avons fait usage 
pour trouver la différentielle de l'arc d'une courbe y nous 
conduira maintenant à la différentielle de l'aire d'une 
courbe. 

Soit (fig. i3) A Torigine des coordonnées ; AP = âr, 
PQ=Aa:, PM=^, QN=^ + A7-; qu'on mfene par M 
et N deux parallèles à l'axe des abscisses MM' et NK'. En 
désignant par s l'aire A6MP , qui sera nécessairement une 
fonction de Xy il faudra désigner par aj la portion de 
l'aire PQNM. Or» l'aire ù^ est plus grande que le parai-* 
lélogramme PQMM', dont la mesure est =j*. Ax', et elle 
est moindre que le parallélogramme PQN'N^ dont la IneMire 
«8t =2 (j^ +• ^y) . Aar , ou , d'après le théorème de Tày lof (17), 

= Aj/j^ +/^Aa: +-2_ Ax' +. . .\ 
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On aura do|ic 

às^jr^Xf et AJ <aj:.Q* +^.Ax + . . .), 
ou 

as ' as AX* 

de là y d'après le n® 24 » 

— rrrj', OU d^a=J^da:, 

<^est-à"dire que la différentielle de l'aire d'une <x>urbe est 
^ale à l'ordonnée de la courbe, multipliée par la diffé- 
rentielle de l'abscisse. 

Ghercbons encore la différentielle de l'aire d'une «courbe 
rapportée aux coordonnées obliques. 

Soît^ fig. 14) l'angle ABX, formé par les deux axes des 
coordonnées BA et BX, = « ; soit BQ = a:, QN ssj*, et 
QS = Ax. En menant SR' parallèle à QN , et par N et R' 
les KN' et RR' parallèles à l'axe des abscisses, on a. . • • 
N'R' = Ax. 

En désignant par S l'aire ABQN , et par aS l'aire QNR'S, 
ona 

aS < parallélogramme QSNN', 

et AS^parallélogsiamme QSR'R; c'est-à-dire 

aS < ^ -|- a;^) • sin «i . Aj:, 
et aS '^jr . sin «f . Aa:. 

Développant la première de ces deux expressions par le 
n^ 17, et raisonnant alors de la même manière que ci-dessus, 
on obtient 

dSa=j*.sin tt.dx. 


S.. 
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Sur les Équations des courbes rapportées aux coordonnées 

polaires. 

56. Ûans l'application du calcal diflërentiel à la Géomé- 
trie i nous n'ayons j jusqu'ici, rapporté les courbes qu'aux 
coordonnées rectangles et obliques; il nous reste encore à 
dire le plus essentiel sur le système des coordonnées po- 
laires^ dont on fait un fréquent usage. Dans ce système le 
rajon vecteur (radius vector) ^ tiré d'un point fixe y nommé 
\ep6le, aux différens points de la courbe, et l'angle (ou 
une fonction dépendante de cet angle) entre le rayon rec- 
teur et une droite déterminée ; tiennent lieu des deux va- 
riables dans l'équation de la courbe. 

Nous rappellerons au lecteur , en peu de mots^ pour 
donner un exemple ; le procédé par où l'on pourra passer 
de l'équation de l'ellipse rapportée au centre et à ses axes 

à celle en coordonnées polaires. En regardant le foyer 
comme le pôle, et la ligne menée de là à la courbe comme 
le rayon yecteur; que nous désignerons par 11; notant de plus 
l'angle entre le rayon vecteur et l'axe des x par t^ il faudra 
- substituer successirement dans l'équation ci*dessusy les va- 
leurs su iyanteS; • 

c* = a* — 6*, j: = x' — c, jrzszu.smt^ â?'ssii.co8t; 

on obtient par là 

a'M» = (c, Il . cos < + A*)*. 

En prenant de cette équation la racine quarrée, on obser- 
Ycraque le double signe se rapporte à la position opposée du 
rayon vecteur u des deux cétés de l'axe des x; en se servant 
seulement du signe positif, on parvient enfin à PéquAtion 
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polnîre de l'ellipse 

u -- -, 

a — c.cos t 

On pourra, vice versd, passer de cette équation polaire à 
celle en coordonnées rectangles, parle moyen de la substl* 
tation des valeurs 


u zzzL {x'^+y^Y et cos / = - 


x' 


Exprimons maintenant les différentielles de l'arc et de l'aire- 
d'une courbe par les coordonnées polaires. 

Quant à la différentielle de l'arc , il n'est besoin que de 
substituer dans l'expression 

d(p = {Ax^ + d^') • (n^ a6) , 

qui donne cette même différentielle en coordonnées rec- 
tangles, II. cos / au lieu deo:, et u,sin / au lieu de j^, donc 
(n®a7), cos t.dii — u.sint.dt au lieu dedx, et sin/.du 
«1-ii.cosl.dlau lieu de d^. En effet, si l'on effectue cette sul^s- 
titution , qui ne présente aucune difficulté, on obtient, 
après les réductions nécessaires , pour la différentielle de 
l'arc d'une courbe en coordonnées polaires, l'expression sui^ 
▼ante , 

Quant à la différentielle de l'aire, comprise entre deux' 
rayons yecteurs, soit (fig. i5) dans la courbe KN, exprimée 
par des coordonnées polaires, l'angle NOK = /, donc l'angle 
N'OK =t+M\ 9oit de plus Paire NOK = S, donc Paire 
N'OK =S 4- aS ; on aura doue Pàngle N'ON = AI, et Paire 
N'ON = aS. Qu'on mène de O deux arcs de cercle 1^(^ et 
N'Q' avec les rayons ON et ON'. Soit ON = ii, donc 
OS' .^U'^ àMjeX. QN' =n Am. On voit aisément que aS ùst 
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compris entre les deux secteurs de cercle ONQ et ON'Q^^ 
qui ont pour mesure 

U'M ^ (il -f- AM)*.At 
. pr ^ — . • 

2 2 

donc, en divisant par M et mettant, d'après len® 17, 

du ^ . d*w C^e . 

d< d/* 1.2 * 


et 


AS ^M», dw / d«it . di/»\ Al 

Af ^ 2 ^ d« ^ \ d<* df*/ I . 


- -f- . . . ; 


de là , d'apràs le n^ 24 , 

dl 2 2 

c'eat-À- dire que la différentielle de l'aire eomprîie entre les 
rayons recteurs d'une courbe rapportée aux coordonnées 
polaires , est égale h la moitié du quarré du rayon Tecteur 
multiplié par la différentielle de l'angle. 

On, parvient ^sans diiHculté à l'expression du rayon de 
courbure en coordonnées polaires ; il n'est besoin que de 
mettre dans son expression en coordonnées rectangulaires 
(n^ 5i) I zi . cos t au lieu de x, et u. sin f au lieu de j*. 

Le lecteur pourra s'exercer sur les' problèmes suÎTans. 

Problème i . Dans un cercle , dont le diamètre CF =s a 
(fig. 1 5) , soit menée du sommet G , sous un angle Tariable 
ECF = ^ , la corde CE , prolongée de part et d'autre, en 
sorte qu'on ait ED = £6 égale à une longueur donnée fn. 
Dans quelle courbe se trouveront les points D et B? 

Soit C\y:=:-zlj BG=;i''; on a, par les conditions don- 
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Désignant 9 de plus, )iar z le rayon vecteur 'en général , 
dont les deux valeurs, pour une valeur particulière de 
l'angle i^ sont z' eiz^f on aura 

(z — /).(z — z') = o. 

De là résulte l'équation polaire cherchée 

z^=zm±a. cos t. 

Il faut bien observer que dans les deux parties de z, 
savoir sf et z", on n'a pas considéré leur position opposée, 
mais seulement leur valeur absolue , c'est-à-dire leur lon- 
gueur. (Fq/cz n» 25.) 

Comment pourra-ton exprimer cette équation en coor^ 
données rectangulaires? 

Si 'm = 11, la courbe prend, k cause de sa figure, le nom 
de cardioîde ; elle est représentée (fig. i5) par HDC 

En développant, dans l'équation en coordonnées rec-^ 

àr 
tangles, -p ss^p, et égalant à zéro, dans cette expression, 

successivement le numérateur et le dénominateur, chacun, 
en particulier, on sera en état d'examiner plus exactement 
la figure de la courbe. 

Il j a en C un point de rebrousscment , où la tangente 
est l'axe même des abscisses. 

Les difiérentielles de l'arc et de l'aire sont pour la car- 
dioïde, en coordonnées polaires, 

(2a)*. dz ^ z^dz 
2 — i et 


(2a — z)* 2(2az — z')* 


Problème 2. Sur le rayon d'un cercle, un point, à par* 
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tîr du centre, se meut vers la circonférence ^ et il j ar<* 
riye quand le rayon, qui se tourne en même, temps et 
uniformément autour du centre , sera arrivé k sa pre* 
miëre position. Quelle sera la courbe décrite par ce point? 

La courbe s'appelle la spirale d'Archimkde, et elle con- 
siste en tours continuels autour du centre du cercle. 

TiC centre du cercle étant supposé le pôle , et le rayon 
= I y la courbe aura pour équation 
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57. Le calcuT intégral s'occupe de la rechercbe de la 
fonction primitive qui répond à une différentielle propo-* 
sée. Une telle fonction primitive s'appelle m/^^ra/ie (œque^ 
tîo intégra) ; elle se désigne par la lettre f ^ que l'on met de- 
rant la différentielle , de manière que si , par exemple , X 
est une fonction de ar , et Xd:r la différentielle proposée , 
l'int^rale correspondante se note par /Xdx. Le signe /, 
comme l'initiale du mot somme ^ a le même rapport au 
signe 2 que d et A ont entre eux , en sorte que / répond 
à dy et 2 à â; on a, d'après cela, SA^=^ et/dj-^ij'. 
Comme nous n'avons cherché dans le calcul différentiel , 
jusqu'ici, que la diffcrenlielle des fonctions primitives de 
la forme j'ssX, où X renferme seulement x comme quan- 
tité Tariable (n* 4) 9 ^^^^ °^ nous occuperons , dans ce qui 
suit, que de l'intégration des différentielles de la forme 
Ajf =sXd:r, oh aussi X ne contient que x comme variable. 
Voici encore quelques propositions concernant le calcul 
intégral en général. 

, Nous avons tu (n^ 8) que toutes les fonctions primitives 
qui ne différent entre elles que sous le rapport de la partie 
constante ont la même différentielle \ il faut donc ajouter 
à l'intégrs^le trouvée une quantité constante (constante ar- 
6/trmre) , qui se désigne ordinairement par C {constans\^ 
U intégrale complète de c^^ = Xda: sera donc 

y = /Xdx + C. 

Cette intégrale complète renferme donc infiniment de 
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fonctions primit ires qui foutes donnent la différentielle Xdx. 
Nous savons y de plus, par le calcul différentiel (8) , 
qu'on a 

d.(u-f- ^ + •••) = ^^ +di'+. . . . , 

ou Uj i'^ . • . . sont des fonctions de x ; nous en concluons 
avec raison 

/(dM+di'+.. o=/d(M+«'+.. •)="+«'+.. .=yaK+/d«'+...> 

c'est*à-dire que l'intégralq d'une somme de différentielles 
est égale à la somme des intégrales de chacune des différen«% 
tielles en particulier. Dans ce cas, il suffit d'ajouter à 
la somme entiëre des intégrales une seule constante , ce 
qui revient au même d'ajouter a chaque intégrale une cons- 
tante particulière. 

On tire de à.{a.u) =:a.dii (ii) , oà a est constant et 
Il une fonction de x , 

fa Au z=2afiu-=,a.u^ 

G^est-'à-dire que le facteur constant de la différentielle 
peut être regardé comme le facteur de l'intégrale. 

Intégration des dijférentieîles rationnelles, eméères et 

fractionnaires, 

58. Pour traiter le calcul intégral dans le même ordre 
que nous avons suivi dans le calcul différentiel , nous par* 
lerons d'abord delTntégration des différentielles rationnelles 
et entières. 

Ded.ar»=«x"-'dar(i2), d'où i d.x" sz x^-'dx, il 
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résulte 

/x— Ma: = r^^ + C = (a*» 67) ^ + C, 

c'est— à-dire qa'on intègre la différentielle x^dx , oii m est 
un nombre entier , en augmentant l'exposant d'une unité 
et en divisant par le nouvel exposant et par dx. 

L'exposant 772^ dans la différentielle x'^dx^ peut aussi 
èlre négatif; on a ainsi 

d^ I . ^ .^, ^ ^ . 


/dx_ 
•ar»~ 


'x^ (i — m)x' 
D'après cela , et d'après le numéro précédent^ on a ; de plus^ 

/(a:«-Mx + a^-'dx) = (67) fx^-^dx + fx'^-'dx 


or» x^ 


= -+ — + C. 
n m 


On a encore 

a 
n 


fax^'^dx = ajx^-'dx (n** 67) = ;; ar» + C. 
Soit à intégrer /(«^ + b)'^dx. 


En développant , d'après le théorème du binôme , l'ex-t 
pression (ax + i)"*, il faut multiplier chaque terme par dx, 
et intégrer ensuite chaque différentielle en particulier. On 
réduira, de cette manière , l'intégration proposée à celle de 
l'expression fax^dx , traitée ci-dessus. 

Soit, pour exemple, f{ax~\' bydx\ on obtient aisément 
pour cela> d'après cette méthode , « 


à" 


-5- x^ -+• abx^ + b'^x + C. 
o 

On pourrait parvenir sur-le-champ à l'intégrale • 

f{ax -f- bydx , en posant aa: + ô = « , d'oà 
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z — b - dz 

x = et dx=s — . 

a a 

L'intégrale proposée deTÎent par Ut 

J a a(m + i) «('» + - 

On propose d'appliquer le déreloppement par le moje» 
du théorërne du binôme, à l'intégrale /(ox* + b)'^dx. 
Soit, pour eremple, /(«*' + ft)*dx. On a 

f{ax^+bydx =/tf*ar«dx + f^koba^dx + fb^âx =: — 

7 

+ ^x^ + b*x + C. 
4 

5g. Quant aux différentielles rationnelles et fractîon- 

u 
naires , elles sont de la forme - d:i: . oii u et «^ sont de la 

forme a^^ bx + cx^ +• • . 

Nous observons d'abord que l'exposant le plus éleré 
de X en II peut être supposé en général au moins moindre 
d'une unité que celui de x en u , parce qu'au cas contraire 

une simple division pourra cbangef Vexpression - en.«. 

r + --/ y oh r est une fonction entière et oii l'exposant le 

plus éleré de x en u' est au moins moindre d'une unité qne 
celui en if'. C'est ainsi , par exemple, que la fraction 

se change, par la division, en 

.1 3a: — 4 


• / 


t ' 
\ 


II 

Pour intégrer maîu tenant - dx , oii i' renferme une di- 
mension plus élevée de or que i/, il faut décomposer - en 

yractions partielles j en se servant d'un procédé qui se fonde 

sur la détermination des coefficiens indéterminés, et que 

nous rappellerons an lecteur par quelques considérations. 

(i)«Si f^ ne renferme que des facteurs simples , réels, 

tons în^aux entre eux, on aura 

t _è__^ JL ^ 

W-a)(x + a').. . x + a"^ x+a'^"' 

•OÙ les quantités constantes A, B, ... se pourront dé- 
terminer par la méthode des coeffîciens indéterminés. 

li'int^rale proposée j -dx se réduira, dans ce cas^ à 


/ 


dx. 


X + a 


(2). Si V est composé entièrement, ou en partie, de fac- 
leors ^aux entre eux, de la forme (x + a}", on mettra 

= -^ , P I +J^+.^^ 

(a:+a)«. (ar+fl') («4.fl)«^(x+a)— '^* * ' ^x+a^x+a' * 

etPon aura à intégrer, dans ce cas, 

/A.dx , rAdx 

; — ï — ^v. » ^* encore 1 — ---%. 

(3). Si V est composé entièrement, ou en partie, de fac- 
teurs réels, du second degré et in^aux entre eux, de la 
forme x* + a*, on aura 

u Ajc-f-B . C 


(*» +a*)(x + a) x'+ a^^ x-i-a^ 


ia6 CALCUL INTIÉGAAL. 


OU , 


M B' 


a: + a^/ — x x — a^ — i x + a" 
«t l'intégrale proposée se réduira, dans ce cas, à 

r(kx + '&)ix r k!ix ,^ /• A , 

/ ^ — r-: — 1 — > <>» / T= et à / — r-77 ix. 

J x»+a* J x±a\/—i J x+U 

(4)* Enfin, si v est composé entib*ement,on en pai^tie, de 
facteurs du second degré, réels et égaux entre eux , on aura 


__ A ar + B Car + D y 


« — ^— ^ ■ -^.,. 


(** + a")» . (x + a') (x* + a')" ^ (x" + a»)"-» 

, Mx + N . O 

«t l'intégrale proposée se réduit, dans ce cas, à 

Ainsi, en général, on n'aura, pour Pintégration d6 la 

différentielle rationnelle et fractionnaire - dx , qu'à cher- 
cher les quatre intégrales suivantes : 

que nous allons considérer maintenant dé plus près. 

Sx f^Sx 

60. On conclut ded.log j?= — (19) que / — = logx, 

* ^ X 

et de même, que 
— — =l<^ (x+a) , donc j ^Jx = (57)A.log(«-|-a)+C. 
Quant à la seconde intégrale, on mettra X'f-asaz, 
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d'où dx'=:iz'j il Tient par là 

Quant à la troîsîëme intégrale , on a (S']) 

— — — -dx, a:* + a»=z, d'où... 
ar -f-a 

ocAx = — , îl viendra 
â 

/AjT.dor TA dz A , , ^ A, , , , .. . ^ 

II Tient y de plus ^ 

dx 


?+■ 


Oo aura dono 


Enfin, la quatrième intégrale se décompose dans les 
deux suivantes : 

dx 
En mettant x* + ^ = * > d'où l'on tire xdx = — , 


on aura 


/ ' kx ÇK .dz_ —A I , ^ 

(X'-f-^T J a ' Z»~2(/I— I)"z«-*^^ 


2(11—1) (af +«*)«^' ^ 
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r B 

Mais quant à l'intégrale / T—r^T — ^ ^*» ^^ mettra 

En différenciant cette équation , réduisant le tout au même 
dénominateur, divisant par AXy et égalant entre elles les 
quantités constantes ainsi que les coeffîciens de x^ dans les 
deux membres de l'équation > on obtiendra 


on aura donc 


/< 


dx= 


B(2n— 3) r dx ' 

'+' 2(/i— i)fl* V (x^-fa")-— ' 

on diminuera par cette formule l'exposant du dénomina- 
teur d^une unité» et l'intégrale se réduira enfin à 

comme nous ayons montré précédemment. 

61. Exemple 1. Pour Papplication de la méthode pour 
intégrer une différentielle rationnelle et fractionnaire , soit 

proposé , 

(j:* + 1 + x)Ax 


h 


Qu'on pose y d'après le n^ Sg, 

x»-M+x Ax + B,Car+DE,F, G 


(x*+i)*.x" (*+0 (**+0 ar'+i JC*^x jr-f-i ' 


CALCUL nvrécRAL. ** IM 

«n réduisant tout au même dénominateur, et ^lant entre 
eux les (x>efficîens des mêmes puissances de x dans les deux 
membres de l'équation , on obtiendra 

A _ ' Ti_ ' c— * n— ? T?— 17— r * 
A_— ,15 ^,f ^, u=— ^,11— i,r_o,u=^. 

On a donc 

/ ■ {x^+\+x)Ax £ r{x+\)^x I / "(jp+3)dx 

D'aprës ce que nous avons exposé dans le n® 6o , sur ces 
^atre intégrales , on a d'abord 

I r(x+i)dx I /* xdx \ P àx 


en mettant 


j:* 4- ï = ^> d'oà xdjr = ^, 

2 


on trouvera 


I r xAx I ràz I I 

On mettra , de plus , 

/ ' dar Ax / * dj: 

(j:» + i)» "~ ar'^+i "*" J ar» 4- i ' 

en différenciant et réduisant tout au même dénominateur y 

on obtient A = B = - : donc , on trouvera 

a 
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On a y par conséquent , 

i Aj:+i)dj: _ 1 a? i _ 

La seconde inté&rale — 7 / ^ — jLJL — ^st 

La troisième intégrale / — ^ estss — -. 

I ^ Ax I 

La quatrième intégrale -j l'-ir ®**=*7 ^(^ + ')• 

On aura donc 

— — . II faut décomposer la frac- 

X -7- 2 

tion, d'après le n* 69 , en une fonction entière , et une 

autre fraction dans laquelle la dimension du numérateur 

soit moindre <iue celle du dénominateur. 

y* (x ■-* i^x 
—5 ZTT • L*équàtion du troi- - 

-sième ^degi^ au •dénoaiinateur, a la racine réelle^ «4^ %. 


{x^^\'\rx)Ax __ I — X 


CàUfSL INTéCIAL. I$I 

I}e rjniégration des différmuidles irrationnelleg. 

6a. Les différentielles irrationnelles se peuyent aisément 
intégrer y d'après le n^ 12, si le radical ne renferme qu'une 
seule quantité (c'est-à«^ire s'il est un monôme) ', car nous 

m m 

^Tons vu que d .x'* =: — a: '* dx^ où m et n désignent 

clés nombres entiers. On a , par conséquent > 

m m 

— m ''» "TT 

— =x^ dxi donc fx'* dx= — + C; 

m J m 

n n 

c'est-à-dire que pour intégrer un monôme irrationnel, il 
faut augmenter l'exposant d'une unité, et diviser par oe 
nouyel exposant et par dx. 
On a, par les mêmes raisons » 


f' 


m 
m — — 

X '^ dx = — ï l-C. 

m 


n 


/- 2 â 

ax* djrs=^ar*+C. 

/*a I 

-|-da: = — 2a.--7 + C. 
«:• a:^ 

Lorsque le radical consiste en deux termes, ou qti'îl est 
un binôme, on peut changer souvent, au moyen d'une 
substitution convenable, la différentielle irrationnelle en une 
dîfféi*entielle rationnelle. 

Examinons, par exemple, les eas oli la différentielle. • . 


• • 
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P 

tiers, deviendra rationnelle. En mettant a -4- ba^ := 
d'oJi 

m 

on obtient au lieu de la différentielle proposée , 

m 


i^'^i^y , 


qui dcTient rationnelle, comme on le Toit clairement 

—est un nombre entier. 
n 

Mais si Fon met dai)s la différentielle proposée , 

d'o& 

a a" 


{zi — by 

m m 

on obtient , au lieu de la différentielle proposée, 
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diffiàrentielle rationnelle, si - -4 est on nombre en* 

tier. 

On en condnra que- la différentielle jc^^*dx{a+bjc*yf 

derient rationnelle. si — ou — 4- — sont des nombres 

n n * q 

entiers. 

Exemple L Soit à int^rer 3f^\a + baf^yf dx. Uîn- 
t%raleest 

1 

Exemple IL x^ix^a + bx^ . 

Noas nous occuperons encore de quelques différentielles 
irrationnelles qui sont composées de radicaux binômes , et 
nous indiquerons la substitution par laquelle elles peuvent 
de?enir rationnelles. 

m 

a + bxy 

\^r+b' 

fonction rationnelle de :r , on mettra —, — , ,. = *■. 

a + b,x 

De plus, dans la différentielle 


(a + bx\^ 
, ,, J , oi X. est une 


Xdx 

> 


77» 77» 


{a + bx)"" — (a + ^ar)"' 
oii X est nne fonction rationnelle de :r , on mettra* 


nn' 


a + bxzszz^^* 
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Exemple IJI. Soit à int^rer 


(i + ap)î-(i+a:)* 


Exemple JF'. 

^kM 

Exemple V* 

1 

Exemple VI. 

xàx 

Exemple VU. 

xAx 

1 • 


«\» 


G>nsîdéron8 maintenant l'intégration de quelques formes 
particulières des différentielles irrationnelles. 

Intégration des différentielles 

Xdar Xdx 
j- et . ■■ 


a\* 


(a + ôjp + car*)* (a +• ^j: — car*) 

63. Pour rendre rationnelle la différentielle 
Xdj: 


faut mettre 


-p , où X est une fonction rationnelle de âr , il 


m 

et élever au quarré les deux membres de cette équation ; on- 
obtient par là 


a — z* 


x\ 


Il en résulte 


et 
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:, — ii(\/c.z* + a\/c—bz) .,_ 

^^-- (^\/c.z-by ^' 

{a + bx+ ex»)* = \/c.x+z = ^ — J . 

Il est aisé de yoir que la différentielle proposée derient par 
là rationnelle. 

Exemple L Soit X = i ^ la différentielle proposée sera 
donc 

Ax 


(a+ bx -f-ca:»)* 

Par la substitution ci^dessus indiquée ^ on obtient 

— adjz 
^\/c.z — b* 

L'int^ale en est (60) 

= 7-.log(2V/c[(a + bx+cx^y—\/c.x'}^b)+C. 

yc 

Ax 


Exemple IL Soit C ' , » 

J ax{i+ x^Y 


où X = « a=i, 6=0. c=i. 

2j: . 

On obtient 




et l'intégrale devient parla 
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+ i log (i-z) = log (^ . 

On obtfent ainsi, puisque 2 ^ (i + x*)* — ;■:, ponrl'inr^ 
tégrale cherchée 


I— a:+(i+a:')'_J 


+ C. 


Exemple III. p • , oi X=a:, a= i , *=:o, c= i . 


On obtient pour l'intégrale 

OU, puisque j5= (i + a:*)* — a:, 

On parvient plus aisément à l'intégrale, en mettant dan» 
la différentielle proposée i + a:*= z*. ( Vojez n*6a.) 

Le lecteur pourra encore s'exercer sur les exemples sui- 
▼ans. 

//j I x^S^ Ax 
T ^^ parvient plus faci- 

lement que par la substitution prescrite ci-dessus, à l'inté— 

grale, en mettant ( i + a:')* = xz (62). 

2^ 

Exemple V. fxdxÇi -^ x'^y . On opérera le plus com* 
nodément , en mettant i -{- ar' s= z' (62). 
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• ExemplcFL I ^' — p = ^ r-+C. 

64. Considérons maintenant la différentielle 

Xdar 




{a^bx — cxy 

qui ne diffère de celle que nous avons traitée dans le nu- 
méro précédent, que par le signe négatif de c Mettant, 
dans ce cas^ tout conformément à la règle du n® 63 , 


{a + bx -^ cx^Y = X. v/ — c + -5, 

on obtiendra 

àx — adjz 

par oh la différentielle proposée devient rationnelle. 
Soit d'abord X = 1 ; l'intégrale proposée devient par là 

âx 


II 


r —2dz \/—i , , 


{a+bx — ex"") 

1/ — I ^ 

=:-^--- — Io^[2(a4-^^ — ca:*J*. {/ — c+2car — ^], 

ou, en faisant x=iu-\ , 

2C 

i V/^i r 2CM ; , / 4«'c* V I ^ 
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en mettant ici j =coftt, et ajoutant la partie 

inyariable à la constante arbitraire , il yient 

^^-r — log(co8/+ V^^ï "nO + C, 

où 

/ 2CH \ / acx — é \ 
(=:arc{ cos=! ; j^arci co»^ X u 

Mab en substituant xz=su + — immédiatement dans 
l'intégrale proposée > on obtient 

/ > dK /ij du 

2V/C(lu I 2cd« 

«^ ('-3^:4^) -^ ('-F+i^; 

= (20) --- arc [ sin = — ^1 

^^ \ (6» + 4ac)' 

1 / 7.CX — * \ . ^ 

^ \ (6' + 4«<^)V 

qui est aussi l'intégrale cherchée. 

Ainsi nous ayons obtenu, pour la diffcrentielle proposée^ 
deux intégrales , dont la première renferme un logarithme 
imaginaire^ et la dernière un arc de cercle réel. 

Remarque. On pourra exprimer la dernière intégrale 
que nous ayons trouyée, en y mettant / au Heu de l'arc ^ 
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aussi p^r 

et en comparant maintenant les deux intégrales trouvées y 
on a 

^./= î~^log(cos<+ {/ — i.sinO +C, 

où (Y représente la quantité constante , qui est composée 
des constantes arbitraires des deux intégrales. 

En faisant G' = — ^—- — los m , et divisant les deux 

membres de l'équation par {/ — i , on obtiendrai 

. , /cos£+ !/ — i.siniV 

faisant maintenant f=:o, il vient m=i, d'où G' = o. 
L'équation ci-dessus se change donc en 

t, \/— I = log {cost + ^/— I . sin t). 

Or, nous avons prouvé, dans le u? 33, que 

gxy'— 1 __çQg^ _|_ ^ — i.sina:. 

On voit donc par là , que de e* =jr , lorsque zeijr sont 
imaginaires , on tire z = log j* , et que de même , récipro- 
quement, de js = log j*, on tire e* = j*. De là il s'ensuit 
que pour 72z=jn.log j^sr: log^" (33), on a e^^rzij-", et 
parce que, d'après ce qui précède, j*" =s (e*)", on aura 

/• dx 
7, OÙ X=»>. 
(I - *»)• 
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a = I y 6 = 0, c= I. On obtient, d'après ce qui pré^ 
cède, les deux intégrales 

i/— i.log[ar+t/— 1.(1— ar')'], 
et 

— arc (cos = a:) = arc (sin = x) , 
dont la dernière s'accorde avec le n** 28. 


Exemple II. I -, , où X = - 

J a:(i — x*)» ^ 


= -,^,,*=o, 


c= I. A l'aide de la substitution indiquée au commen- 
cernent de ce numéro, savoir de x\/ — i 4"^ ^^ ^^^^ 

de (i — a:')*, on obtient 

/iê;=(=9)-/^ +/Ji.=_,„„,H..,+.o6(.-0 

= _ log [ aÇi +(i -x')'].[rv/-i-(i-:r')^] | 
l 2ar[a: + ^/— 1.(1— a:*)»] J 

=-,.,[l±<1z:£1V^] + c. 

ou, en comprenant — log. V/ — i dans la constante arbi- 
traire ^ 


=-^[i±(^J+c. 


Exemple IJL On opérera de la même manière sur l'in- 

/^ da: 2 

tégrale / 7. On obtient , / .. âV ^"^ ^^ 


r àx 

e I r- 

J x^i—x'^y 


mettant , au lieu de z, sa valeur en Xj et multipliant le 
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Bimiérateiir et le dénomîiiateiir par x «- V^— i . (i— jr^* , 
on trouve 


JT^/— I . ^ 1 X ' 

en comprenant — r dans la constante arbitraire , on par> 

Tient enfin à l'int^rale cherchée 


-■ . On opérera le pi 


US com- 


niodément , en mettant ( i — od^y =zx,z, {Voyez n® 6a.) 
Remarque, Le lecteur s'exercera encore sur les exemples 

saivans. 

Exemple V* / \- Après avoir divisé le numé- 




rateur et le dénominateur de la différentielle par a y on 
pourra procéder d'après l'exemple I. 

Les exemples suivans montrent qu'il faut transformer 
certaines différentielles , pour que leur intégrale se fasse 
trouver par la méthode que nous avons donnée dans ce 
numéro et le précédent. 

Exemple VI* / ï ip. Après avoir mul- 

J {xJ^xf — {x-xf 
tiplié le numérateur et le dénominateur par 

xi + x)* -j- (i — a:)*, on suivra le procédé des n** 67, 63 
<t 64. {Cofnparez n** 6a.) 
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Exemple VIL I ; -. ;. On multiplien 

1 1 

le numérateur et le dénominateur par (i+a:*)*+(i — -a?*)* 

Pour la continuation de l'opération , on comparera n** 63, 

exemple IV, et n** 64, exemple IV. 

Intégration de la différentielle x^^^Ax{a^ btx^y. 

65. Nous ayons considéré, dans le n® 62, deux cas, o& 
la différentielle a:"'*"*da:(a •!- ia:'*y, m et n désignant des 
nombres entiers quelconques , et p une fraction , se peut 
rendre rationnelle et par conséquent intégrable, d'après 
ce qui précède. Tâchons maintenant de parvenir à l'inté- 
gration générale de la différentielle proposée , ob l'on peut 
supposer, sans eu diminuer la généralité , que p seul soit 
un nombre fractionnaire, mais m et n des nombres en- 
tiers ; oar si Von ayait, par exemple, la difiiéireotireUe 

x'Ax{a + bxy, 

on n'aurait qu'à mettre a: = z^ On obtiendrait par \k 

^zfAzia + bzy, 

et m et n seront ainsi des nombres entiers. 

D'abord il faut se rappeler, du calcul différentiel , que 

d.Mi' = uisf + viu , 
d'où il résulte 

ou 

fuàs^ =r; MP — fi^Au, 

Cest par cette formule qu'une intégrale froposée se 
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tléoompose en devoi parties , dont la première est une fone- 
ti'on priniitÎTe , et la seconde nne intégrale , qui s'obtiendra, 
dans certains cas , plus aisément qae la proposée. A cause 
de la décomposition d'une intégrale en deux parties, cette 
méthode d'intégrer s'appelle intégration par parties, "^{mn 
l'appliquerons sur-le-champ à notre différentielle proposée. 
Observons d'abord que cette différentielle peut se mettre 
sons la forme suivante : 

faisant alors 

^m-« ^^ j^ çj a:»'"'dx(a + bafy •=. àv , 

d'où (n* 62, exemple I ) 

(g + bx^y^"^ 

nb{p+i) *'* 

on obtient 9 d'après la formule 

(eii mettant, pour abréger, X au lieu de a-f> 6«*), 

fx'^'dxX.P 
_ x'^-'^XP-*" — (m — n)/j:'»~''-'darX'^' 

^r, on a 

/x"»-»-Ma:X^-+-» = /ar»"— «darX/'.X 

ajoutant cette dernière intégrale à la correspondante, 
dans la formule précédente, on obtient 

o{pn -f- m) 
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On ramène, de cette maniëre, l'exposant dans l'intégrale , 
hors de la parenthèse, de m — i à m — n — i, et en 
continuant cette opération , è m — 2/1 -r i , etc. 

Pour diminuer l'exposant de la parenthèse, on obser* 
Tera qu'on a 

yjr«-"darXP=/3c"-'da:XP-' . X=û/â:«->da:X''-'+*/2c"^-'darXP-*, 

et que. la formule (A) , en y changeant m en m+n, et 
p en p — I , donne 

jx ax.Jif — bipn + m) 

En réunissant ces deux formules , on trouve 

/UN r m-.j V» x^XP + pna fx'^-'dxXP-' 

(B)..../x"* 'dorXP = '-^ — ^ . 

pn -J- Tn 

Il sera bon de montrer, dans un exemple, comment il 
faut appliquer successivement les formules (A) et (B), pour 
parvenir à une intégrale proposée. Soit à intégrer 

fx^dxi* , où X=a + bx\ 
Oo a successivement, d'après la formule (A), 

3- x^ ^ ^a 5 

fx^AxXJ" = gj X*— gj/a:*da:X% 

/ar^darX» = ^ X^— ^/dxX»; 

d'après la formule (B) , on a successivement 

/da:X*=|x*+~/d:rX% 

êiX 


~ X - a r^ dx 
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•ory on a y d'a|Nris le n^ 63, exemple I, 


/ 




on (en oompreDant — rlogs^^ dans la constante ar- 
bitraire) 

En substituant cette expression dans la dernière formule ^ 
pais la valeur trouvée dans la précédente , et ainsi de 
suite, 00 ol^tieDt eja&Hf pour l'intégrale cherchée , 

Si,, daps la diflférentielle propos/^, ;?> et/? étaient né* 
^i^ky les formules (A) et (B) augmenteraient les expo- 
sans, au lieu de les diminuer. Dans ce cas, on opérera de 
la manière suivante : on tire de (A) 

fx^-'-'dxXP = ^ 7 — C^ ; 

a{m — n) ' 

en y substituant m-f-n au lieu de m, il vient 

De mime, on tire de (B) 

/:r-dxXP- ^-^XP.Km4-np)/^-dxXP 


10 


s|^g GALGUt INTÉGBAL. 

en y mettant p + i an lien de p, il vient 

— a:"»XP+' -f- (m+n+np)faf'''àxXr* ' 
:D)....A"-dxXP= {p+i)na " 

Pour appliquer les formules (C) et (D), on propose 
d'intégrer ^ 

fx-^dx{a + bx'f*. 

On ramènera cette intégrale, par la formule (C) , suc- 
cessiyement à celles-ci : 

fx-'àxia + bx') % fdx(a + bx') % 
et pour la dernière intégrale, la formule (D) donne 

x{a + bx ^)"^ 
a 

En rassemblant les résultats trouvés , on trouT^ra 

Le lecteur fera bien de s'exercer encore sur l'intégra- 
tion de la formule 

x^dx 


f 


(1 — X') 


1 > 
,ft\î 


où il mettra pour n successivement tous les nombres 
entiers, tant positifs que négatifs, zéro y compris. Les 
diverses intégrales qui en résultent se ramèneront, par 
les formules (A) et (C) , aux trois suivantes : 


f. 


:_ j£— . = arc (sin = x)+C (vqyez n» 64) , 

(I— X')* 




/- 
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(I — xy 
/— ^=-lo6[ '-^-^'j^n +C (t,(;r.i.o64,«. H). 

Remarque, Lorsque, dans les formules (A), (B), (Q^ 
(D), le dénominateur s'évanouit, et que la valeur de l'in- 
tégrale devient par là infinie, la différentielle proposée est 
un monôme , ou un binôme irrationnel , mais intégrable 

par le moyen des substitutions indiquées n® 62. 

1 
Exemple, fx''^dx{i + x^y, 

66. Il est quelquefois possible de ramener la différentielle 

x^~^dx{a + bx^ + cx**y^ 

où m et /i sont des nombres entiers et p une fraction , 
à une série finie de différentielles irrationnelles binômes 
de la forme considérée au numéro précédent. En mettant, 

pour cet effet , a:* = z , on ramènera, sans peine, 

la quantité a + ^x» + ex" à la forme a' -f- ez^, et par 
là la différentielle proposée, à oelle-ci : 

m 

i (z V dz (</+ czy. 

n \ 2c/ 

Si — est un nombre entier , la différentielle proposée se 
ramène, d'après ce qui a été dit ci-dessus, à la forme 

kzHz(d + czy. 

5 
Exemple, Soit, proposé /dx(a + ôj:+ ca:*)*. 

io« . 
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Mettant ici x =p zr^-. — , Pistégr^Ve se transforme ei| 

2C 




Cette intégrale se ramène ^ par la formule (B) du numéro 
précédent, 4 l'intégrale 

Ax 


II 


i » 
(a + 6x + cx^y 

que nous avons traitée n** 63. 
Traitons maintenant la diSérentiidle 

j:"*""'da:(û + bx^ + cx^'^y , 

que nous écrirons, pour abréger, 

a:*""'da:XP , 

d'après la £|rmale d'iQtégration déjià appliquée /^u n" 65 , 
fudv = uif — fvdu. En mettant x^^^dx == dv et X** = u, 
il vient 

x^ 

m m' 


/a:— 'dxX^ = ^ XP — ^/x^.XP-'dX. 
Or , on a 


+ c/à:'"+*«-»da:X^». 

En substituant ces valeurs dans l'équation précéde^Kte; et 
développant ensuite /à:"*'*^'»""'dxX»^*, on pbtjient 

/^•^"->d X— '= ■ ^"^''"^^+/^^)^/^'""^"''^^^'^'-^ 
' . . .^^^ ^ ^^^^ 

Mettant ici /i.4' ^ f^" "^^ ^^Pj ^^ ^ a<i lîcu de m 4- sn ; on 


tronTe enfin 

Au nto^en de cét<e fortnufe, f intégrale ^"'dofX^ se râr 
mèncfàux intégrales 

fx^^^êaSP et /4f— •^^dfxSlP, 


dans lesquelles l'exposant hors de la parenthèse est devenu 
moindre dé neiâezn. 

Aussi , pouri^-tHQ»n , ainsi que dans le n^ 65, ramener Fin- 
tégrale proposée à d'autres intégrales où l'exposant de la 
parenthèse est diminué. On obtiendra ainsi , pour l'intégrale 
proposée, c]uatre formules tout-à-fait analogues à celles 
que nous avons développées n® 65* 

On ramènera de plus , par la même opération , l'intégrale 
/«^-^'dariP, où i = a + ôx» + co:*» + dx^» aux 
trois mtégrales. suivantes, 

/x"-— >djpXf, /Jf— ••-MaJ» et. fx^^'^'^'âxXK 

De l'I/itégraiion par les séries, 

67. Nous aToin.<$ traité jusqu'ici des formules par lesquelles 
^intégrale de certaines difiFéreniielles irraUonnelles se peut 
trouver sous une expression £nie. Cependant , il y a beau* 
^tTp dé dîfferentielfés irràtiioïitielles doùt Frùtégralé lie s'ob- 
tient pas pstr les formules rapportées, mais seulement par le 
déTcloppemeni de la dififérentieffé en une série infinie^ dont 
on intègre chaque terme en particulier. 

L l 

Soit à intégrer par exemple, fx* (i — x*ydx, 

0na(i6) 
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. ,.i x"" x^ x^ 

multipliant chaque terme par or* àx , dff obtiendra (67) 

cherchant l'intégrale de chaque différentielle séparément , 
d'après le n® 62 , 0.1 trouve enfin 

x^ (1— a:*)* dx=^jr» —la:* . x ' — ô-^:r ' —....+ C , 

oh C représente la somme de toutes les constantes qu'il 
faut ajouter à chaque intégrale en particulier (57). 

On voit aisément que l'intégration par lé moyen d'une 
série infinie n'est qu'une intégration apprpchée ; car on n^ 
prend pour l'intégrale cherchée que quelques- uiùs des pre- 
miers termes de la série ^ supposé cependant'qne la série soit 
convergente. Cest le cas dans l'exemple précédent, si l'on 
prend pour x une fraction moindre que l'unité* 

Le lecteur s'exercera sur les exemples suivans. 

i âx(i' e*a:")* 

Exemple f. Soit à intégrer I — ^ —-. On déve- 



loppera d'abord (i — e^x^y en série, et l'on intégrera en- 

dar 
suite, après avoir multiplié chaque terme par — -— — p ,. 

(i.-*r. 

; , traitée n° 65. Ordon- 

nant la série cherchée suivant les puissances de e , et dési- 
gnant, pour abréger, arc($in = x) par A , on trouvera 
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dJ cÇ — 
(i-x*) 


Cette série sera con^ergeiite lorsque e est une quantité fort 

petite. 

d:r 


Â 


On déreloppera p en série. 

Appliquons encore l'intégration par les séries à quel- 
ques différentielles dont l'intégrale s'obtient aussi sons une 
expression finie. 

/» dx 
On trouve ainsi pour / , en développant. . . 

en série y. 


i + ar 


jr» x' x^ 
*— — + y — j4- ....+C. 


Or, l'intégrale cherchée est aussi = log (i + ^) (n** 60), 
Oa a donc 

log(i+*)=a:- J + ^-^* + ....+C. 

En mettant aux deux membres de l'équation x = o , il 
▼JCDt C = log 1 = 0. Il en résulte que 

log(H-x) = x_f + |!-^+..., 

^mme nous avons trouvé au n® 2 1 . 
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On intégrera de la ménoe manière I — . , y #n dé- 

veloppant « j- en série. En obserrant, pour la dé- 

termînation de la constante, que dans le cas oji â^ =± o, sin x 

aussi bien que arc (imsaor) s'éranoaissenty od toadbellir 

la série donnée pour arc (sin = x) au n® 3 1 . 

/* dx 
On obtient de même, pour / ■ ^ , la sirie fOur 

arc (tang =f cr) donnée au n^ 3i. 

Le lecteur déreloppera sans difficulté ces deux exptei» 
sions. 

De tlniégmtiùn des différtmielUa transeendanOléé 

68. Parmi les différentielles transcendantes , considérons 
d'abord les différentielles expoitentîetles eit tdgarltlnikl}qttë8l 

Premièrement, soit à intégrer fVa'dx. £u mettapt 
pour a' la 'série développée n® 19» on aura 

/Pfl'àr =/Pdar4. !^^ f^xdx + O^ê.^* /Par-d* +, . . 

I 1.2' 

Ainsi, lorsque V est une fonction algébriqtref der Jf, Pinte- 
grale transcendante proposée dépend de l'intégration dôs 
différentielles algébriques. 

Soit pour exemple, PA=:r*. L'intégration de cfciaque 
terme de la série s'effectuera aisément par le n^ 58; on aura 

■ 

•' n+i i.(/x + 2) i.2.(/i+3; 

série qui sera évidemment conver^^ente lorsque n est positif 
et > I , et en même temp» Jf < i . 
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Sdh fliaittléiiMiiit P ±â: -^^ dH aUr« 

X 


J a: D • , • 1,2.2 1.2.3. 3 

et 

1^ OT iça log (loi *) -* log (log a) , 
PBfroinre 

/,|^(^)+-*^. W+^.^ff . . . +c. 

Le lecteur s'exercera encore sar les exemples suîyans. 




Soit P=i et P-_ 

Oo peut aussi décomposer la différentielTe proposée 
Pâ'dxendeux facteurs a'dx et P. Comme on a (i8) 

fa*dx= -r- ^^, 
il vient, au moyen de l'intégration par parties (65), 
fVa*Ax n=z |-JL-. ^ Pa* ^ pL— /fl*dP. 

^mettant successivement dPrs^Qdâr, dQrtr^RdXietc., 

onaora 

^ «orte <!|i[i^ le derni^ terme est affecté du âvgtie posittf A 
1 Ht impair, et du ëigne négatif si n eat pêHft, Gcffte fo^*- 
"idte est «pplictfkle lorsque P est dne Ir^netîon rigiH»f fii^iiê 
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rationnelle entière , car V peut alors être consUnt ; doi|c 

fSfa'Ax = yfa'Ax == ,-Ifl. 

log a 

Si ^ par exemple, P=j:», ona 

^ ^ogoL loga^ ^Clogar"^ Gog û)« J+ 

Mais si , dans la différentielle proposée Pû'dar, P est 
une fonction algébrique rationnelle et fractionnaire , on dé- 
composera Pa^d^c dans les deux facteurs Vax et a*. Fai- 
sant ensuite successivement 

/Pda: = Q, /Qda:=:R, /Rda: = S , etc. , 
on obtient 

/Pa*da:=a*Q— loga . a*R+(loga)*a*S-^...±:(log aYpfa'àx+Q 
Soit , par exemple , 

donc 

/ a'àx — a' ^ a^loga 

a:» ~ («— 1>»-* "" {n—i) (n—2)x'^-*~ * ' ' 

• . ' (n— i)(/i — 2)..iJ X "** • 

L'intégrale / 1, à laquelle se ramène la proposée, 

i/ * 

a été traitée ci- dessus. 

Pour intégrer la différentielle logarithmique Pd^Clog^r)", 

si n est un nombre entier et positif , et P une fonction algé- ^ 

brique rationnelle et entière de x^ on mettra '/Pdj: = Q ;. 
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OD aura donc, par Fintégration par parties (65) , 

/Pda:(loga:)» = Q.(logar)» — n /-^ (log-^)*"*? 
soit de plus 

on obtiendra ainsi 

/Pda:(log xY =Q. (log xY — /iR(log a:)»-' 

+ n(n— i)S.(logi:)*-' — . . . 

Soît^ par exemple , P = x"*. 
Od obtient 

/a;-dar(logx)»=— — [^(logx)«— ^-^(logx)— 


+gST!<'<*')--— •]+<=• 


Si wi = — I , celte série ne saurait plus servir '/mais oa 

/âx 
— .(loga:)". 

ûx 
Faitônt ici Iogxi=:z, d'où — = dz, 

on aura 

■^ n+i 71+ 1 

Si n est un nombre négatif ou fractionnaire , on ne peut 
faire usage de la série développée ci-dessus. Pour avoir , 
dans ce cas , une série plus applicable , on se conduira de la 
manière suivante. ' 

On décomposera la différentielle proposée Pda:(loga:)~'* 







V, 


SS;-*'*-, 


'«** 





m^iATioii MBS fOHcrrais aBooLàim 
Si Pon prend P := x""* , 

il Tient 

r ^ ^ - > I r 


.5? 


)(lbga:)« 
Cette eipii8«8Îon ne donne rien lorsque n p= i. BfatSydanf 

œ cas, l'intégrale proposée se change ^ / —z • Sî Ton 

fiutici logx = tt, d'où — =da, 

il Tient 

y^ nrlog U =?: log (logx) + C 

6g. Tr»itops maintenant PiiMigr^îoii df» foictîgii^ ^'> 

Soit (}'fd)9.rd k intégrer /Xd*r,arc ($i«BB«r). 3i Pon 
7 prei^ /Xdo: ps v^ il vient, ià cause de 

d. arc (sin = x) ^ ^ (28) , 

pur le moyen de Pîntégratîon par parties (65) , 
Adx.arc (sin = x) = i'.arc (sîn=x) — 




Ainsi, Pintégration de la différentielle transcendante pro- 
posée se rieiniène à celle d'une différentielle algéinrique, tup-p 
POKque fXdxcsz v soit algébrique. 
Soit à int^rer , par exemple , /x*dx. arc (sin =b x) , 


=x) 


^ ^ , et /x«dx.iarc (sm == x) :*: — - — .arc (sin 


I /'a 


x"**"'dx 


•)*' 


P^w la dernière intégrale , veyez n* 66. 
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Comme (28) 
d . arc (cos = j:) = ;- , et d . arc (tang== j:)=: 


.N» 1+^' 


oa trouTe , en opérant de la même manière qu'auparayant, 
/Xdx. are (cos=a:) = v . are (cos=:4r) + / , 

J (i-^r 

et 

/Xda:.arc(tang=a?)=w.arc(tang=a:) — / — j . 

Si z représente un arc dont le sinus ou le cosinus , ou la 
trngente soient exprimés en fonction de x, c'est-à-dire 
qu'on ait dz= Vax, P étant une fonction de j:, on pourra 
trouver fXz'^dx par un procédé semblable & celui qui pré" 
cède. Soit /Xdar = i^ , 
on aura 

/z"Xda: = i^ . z" — ^ /i/l'z'^^dz , 

ou , en mettant à la place de dz la Taleur supposée ci- 
dessus , 

fz'^Xôx = i'.z»— n/z«-VPda:. 

£n suivant cette marche, on abaissera de plus en plus l'ex- 
posant de z, et l'on parviendra enfin à faire disparaître tout- 
à-fait l'arc z , si n est un nombre positif et entier. 

Soit, par exemple , X= i, et en même temps, 

z = arc (sin = x) \ 
on a alors 

fz^àx'=: z'j: + nz"-^(i — x^Y — n{n — i)z»-»ar 

— n(/i — i) (71 _ 2)z-"-3( I — x*)^ +. . . + C. 
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^o. On a, par le n* 27 {remarque)^ 
A.Annx^=inAx.cosnx et d.cos/ur=— -ndx.sin /u:; 
il en résulte 

/da: . cos iw:= - sinnx + C, 
et /da:.sin7u:= cos/z^r + G. 


Soit à intégrer maintenant /dâ:(sin x)*. On a , comme on 

I cos nx 
sait, (sina:)* = — - ; l'intégrale proposée deyient 

parla 

/'i , /'dx.cosao: x i . 

=7 â •'"'-y — ; — = â - 4""' ^'^ + c- 

Dans cet exemple, le carré du sinus est exprimé par le 
cosinus du double arc, poui: obtenir l'intégrale proposée. 
Cest pour le même but qu'il faut généralement exprimer 
les puissances entières du sinus et du cosinus, par les sinus 
et les cosinus des arcs multiples. Développons pour cela 
maintenant les expressions, tant pour les puissances en- 
tières des sinus et des cosinus par les sinus et les cosinus des 
arcs multiples, que Wce versa pour les sinus et les cosinus 
des arcs multiples par les puissances entières des sinus et 
des cosinus de l'arc simple. 

Od a , par le n° 33 , 

c*V^— » = cos a: -f- \/ — i .sîn ^, 
d'ch , d'après le n** 64 , 

et aussi , en mettant nx à la place de a: , 


%6o i^fT^RATUHf 

on a donc 

O]^ ivv + (/i-vi •!!& no: 33 (cas or 4* (/'^> ••!» «y** 

De mèmei on a 

008 i:r — VA-ri .«In nx =■ (oosjr ~ ^/f-i •sînar)". 

£q ajoutant eQsçmtiIie ççs devLJ^ ^natioii^^ ^t en les reti^yi- 
ohant ensuite l'une de l'autre, on obtient 

(cosJP+V — ■ .slna:)* + (cosx — l/— i .stnâ?)* 
cosno: = ^ ^"^ « ■ ^, 

2 

(cosar+|/ — i.sînar)" — (cosâ? — |/— i.sîpjc)* 
ain 7U?=s î 

2.|/— I • 

or Ofi a 9 par hp n^ i6 et 33 , 

(COSX+ V''**4 . W JT)* = 008 3g^+ '^ ' *eosa:*""'.aiar 

-^-^ " a>sar"^»inap*'^... 

1.2 

et . 

(cosx— 1/— f .sinx)* = cpsar* — 1 eos;p*""\j|îiwc 

I 

n(Fi— i) 


1.2 


cp*JP""*»inx^4"»«« 


Substituant ces valeurs dans le^ e^^pressio^s ci-deflWOl » il 
TÎent donc 

nCn^i) ... 

cosfu:5:5îCOSj;*-^-'^— - — ÇQiA^"'*«mar* 

I .2 

n(n~i)(w^ 2)(n— 3) , . , 

1.2.3.4 

^ ^-1 . n(n— 0(71 — 2) , . 

stn nx=-008X*~'8ina: — — ^ ^ — ^cosa^^^sma:' 

I 1.^*3- 


1.2.3 4>u 


us FOMcnoRi cncoLAimis. i6» 

mMaoêy de plus, 

CM* + l/ — i.5Îiijr:=«, et cosa: — |/— i.smxssp; 

de» 


:i(B+i^), »in*=i7î;J:::7 («—«'), 


cosx»s=:-(u + 0", 
on en déreloppant la puissance d'après le n® i6 , 


cosx" 


et puisqu'on peut , dans l'expression (u + 0*> changer y 
en iC| et récippoquementi on aura aussi 

ajoutant ensemble ces deux expressions , il vient 

a.cosx" = 


oa aussi 


a*"*"' coso?" = 


or y nous aTons trouvé précédemment 


1 1 


l6si l?frÉGBA.TIO!f. 

C08 nx=s -(cosJ?+^ — I . sîna:)»-f- -(cosx— \/—i . $mx)* 
= - II" + - i'" ; 

2 2 

donc, 

tt"* + *^ = 2C08 ni , 
et en général , 

i^«— w -j- |;«— »» s- 2C0S (/i— m)x. 
De plusj on a i/c^=i (vq^-e^ n® 33); il Tient donc 

. 2/1 , ^ , anf/i— i) 
a"**-' cos «"= 2co8nx-| — cos(/t— >2)ar<-| ^ -cosfn— 4)jr 

, 2n(ii — i)(/i— 2) , i-v , 
H ^ -^ ' ces (n— 6)x 4- . . . , 

' 1.2.3 \ / I > 

0U| en divisant par 2, 

2" cos *" = cos na: + - cos(/i— z)^ + -^^ cos (»— 4)jr 

, n(7i — i)(n— 2) . /jx , *. 

+ -^ ^ — ^ cos(/i— 6)ar + . . . . (A). 

I • 2 • O 

Dana le eas oii n est un nombre pair, on arrive k un 

terme mojen qui renferme cos o = i ; le terme qui le précède 

renferme co5[/i— (/i— 2)]jr = cos2X, et celui qui le soit 

cos [n — (« + 2)]ar ==cos — 2xss cos 2:c j ces deux termes 

ont encore le même coefficient, comme le fait voir la 

formule du binôme pour les puissances entières. On voit 

aisément, de la même manière , que les termes placés à 

égale distance des extrêmes ont le même coefficient et le 

cosinus du même arc; On n'aura donc qu à prendre le 

double des termes qui précèdent le terme moyen , en omet* 

tant tous ceux qui le suivent ; le terme moyen lui-même » 

dégagé du cosinus, ne doit pas être doublé* 
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Mais si >i est un nombre impair, il j aura deux termes 
au milieu y dont l'un contient cos x , et l'autre. * • . • • 
cos— a: = cosx. Ces deux termes > ayant en outre le même 
coefficient , sont ^ux l'un à Fautre. Pareille chose aura 
lieu dans tous les termes qui sont également éloignes des 
extrêmes de la série. On n'aura donc , dans ce cas , *qu'à 
prendre le double des termes qui renferment des cosinus 
d'arcs positifs,' en omettant les autres qui renferment des 
cosinus d'arcs négatifs. 

Soit, par exemple, n = 4* £n prenant le double des 
termes qui précèdent le terme moyen, mais en ne doublant 
pas le terme moyen lui-même^ et omettant les termes 
suiyans, il Tiendra, après avoir divisé toute la série par 2^ 

8. cos JC* =s cos 4^ + 4 • ^^s ^^ + 3. 

Soit, de plus, 71 = 5. En ne considérant que les termes 
renfermant des cosinus d'arcs positifs, il vient, en pre- 
nant le double de ces termes, et divisant toute la série 

para, 

iG.cos x^ = eosSx 4- S.cos 3a: -f- lo cosx. 

Pour obtenir de même une série pour sino:*, on obser- « 
vera qu'on a^ par ce qui précède, 

sin a: = — ; (u — v) \ 

21/ — I ^ 

tfoi 

8in4:» = - r-(a — i')"= ^ ; rJ «» — - «"""V 

+ 7i(n— i) . , , n(n — i)(n — a) ^ , - . "1 

1.2 1.2.3 J 

Soit d'abord n un nombre pair j on a alors 

(tt-.v)" = (i^--w)« et «n^" = r-r7— r«(^— ")■• 

; I . . 
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En développant celte dernière expression, et en l'ajon- 
tant à la série précédente » il vient 


2sm 




OU, d'après ce qui précède, 


n 


(24/— i)".8inj:* =co8na:— " - cos(n— 2)x 


I 


n(7i— i) , 

H — ^ C08 (n — 4)x — ... 


1 .2 

Mais n étant on nombre pair, on a (2^— 1)" = ±:2* , 
oii le signe -|- a lieu si n est un multiple de 4» et le signe-— 
si n est un multiple de 2 (comparez n° 33). On a donc 

±12'' . sm j:" = cos nx— - cosf/i— 2)x -* — ^ co$(n^^)x 

I 1.2 • ^' 

I • 2 • d 

On Toit aisément, d'après les remarques faites sur la 
série (A), qu'il suffît de prendre le double des termes qui 
précèdent le terme moyen , en omettant ceux qui le sui- 
vent;' le terme moyen lui-même ne doit passe doubler. 
On obtient, par exemple, pour n = 4i en divisant tonte 
la série par 2 , 

8.sïnar*=: cos4^-— 4*^^^^ +3. 

Mais si n est un nombre impair, on aura 

(y — tt)» = — (tt — v}», 


DES F03fCnO!IS ClMXLAlRCS. l65 

(a. |/— !)■ L « !•* J 

en ajoutant cette expression an déreloppement ci-dessus 

donné de sinjc^^r — : n. («—*')■» il vient 

(21/— i)«L I ^ ' 

1.2 J 

or^ on a par ce qui précède^ 

sinnx:^ — [(cosj:+V^ — i •.sîna:)"— (cosx-|/-ï .sin*)"] 

= (m» — i'*) ; 

il en résulte généralement 

u*^" — i/"""* =; 2. V/— 1 .sin (n — m)x ; 

on a en outre 1/(^=1. De plus , lors(jue n est un nombre 
impair y on a (a.V/ — 1)"""* = dia""*, 011 le sîgnc positif 
a lieu lorsque n — 1 est un multiple de 4> et le signe né- 
gatif lorsque n-— I est>un multiple, de 2 (q° 33).. H vient donc 

3:2".8ina:"= sm/rr— - sin(«— 2)j: A — ^ sm [n — 4)* 

i 1.2 ^ 

_»(n-i)(n-a)^.^ ^ + . . . (C). 

I • 2.0 

% 

D'après les remarques précédentes, il n'est besoin que 
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de prendre le double des termes qui renferment Içs sinus 
des arcs positifs , en omettant les sinus des arcs néga;tifs. 
Soit, pour exemple, n=5; on obtient, après ayoir 
dirîsé toute la série par 2 , 

i6,sin2r^ = sinSjT — 5.sin3:r + lo. sin^c. 

Par le moyen de ces trois séries , (A) , (B) , (G) , nous 
pourrons trouver, sous une expression finie, l'intégrale 
des différentielles qui renferment les puissances entières 
des sinus et des cosinus. 

Exemple I, Soit propose /Ux.'cos or ^; nous avons trouvé 
ci-dessus 

cos a:^ = 5 cos 4^ -j — cos %x + 5. 
020 

On a donc 

fAx. cosx^ =2/dx cos 4^ + - fdxcostix + ^ fdx ss- 

020 

( d'après ce qui a été dit au commencement de ce nuniéroJL 

1 . I 3 

5- sin 4jp + 7 sin 2a: + g ar -j- C 

Exemple II. fdx.ainx^. En opérant de la même ma* 
nière, on trouve pour l'intégrale 

^ sin 4ar — 7 sm 2x + ^ x + C 

71. On parvient aussi à l'intégrale /dx.sinx", où m 
est un nombre entier, en mettant ainxzazzy d'ofc.... 

àz 
dx = 7-. L'intégrale proposée devient par là.,, 
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I 

fdz.z'^Çi — z*) *, sur laqueHe on opérera f après le 
n''65(A). 

On obtient ainsi , par exemple , si 771 = 4 9 le même 
résultai pour fdx sin x^, qu'on a trouvé aU bout du Nu- 
méro précédent. 

On cbangera de la même m^tniëre fdxcossc^f par la 

I 
substitution de cos x=iz, en — fdz . z"(i—z*) * , et 

Ton opérera ensuite d'après le n* 65. 

En mettant de la même [manière tan^xss z dans 

fdx.isiiïgx^y ontrouTera / ^ y intégrale déjà trai- 

tée n® 59 9 où m est supposé un nombre entier. 

Exemple I. fdx . tang x^. On obtient pour cela / — r— ;^ 
Or^ona 

donc l'intégrale cbercbée est 

= -j — z + arc (tangsssz) , 

ou y à cause que arc (tang = z) = x, 

= -r tang x^ — tang a: + x -f C. 

Pour int^rer dx.sin x'^.cosx^, il faudra faire sinxsji^ 
delà 

cos X sa (i — «•)* et dx = dz(i — «*) V 
La différentielle proposée devient par là 

Z'"dz{i—z') * , 
qu'on traitera d'après le n** 65. 
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Exemple IL fdx. sin x^ . cos x\ On obtient pour Pintc- 
grale 

— g sin a:* . cos a:'— ^în x . cos x"^ \ as Iu x . cosx-f— ^ x + C. 


Exemple III. j - 


COSJf* 


QUADHATtBE LT I 


De la Quadrature et de la Rectification 
des courbes. 


7a. Nous aïons tu au n° 55 (juc la diQéreiitielle de l'aire 

n'iiDe courbe rapportée aux coordonnées rectangles, est 

^^jAx, ûiij-représeDtant l'ordonnée est exprimé , mojen- 

"«ni l'équation de la courbe, seulement par la varînble x. 

■OonCjpour trouver l'aire d'une courbe dont l'équation est 

''ODiiDe, ou , comme on s'exprime aussi , pour parvenir â sa 

9^adraiure (quoique la stricte acception de ce terme se 

"Oi-ne aux courbes dont l'aire se peut raelti'e sons une es— 

Pï^ssion algébrique), il faut intégrer ladifférentîelle jAx, 

^ui ne renferme que la varialile x , par les méthodes que 

nouj avons traitées jusqu'ici. D'après cela, on exprimera 

^*xt généralement i'intégrale de l'aire par 

°** 3t représente l'intégrale trouvée, et C fa constante atbî- 
""aire qu'il faut ajouter (n° SjJ k toute intégrale complète. 

Alais si l'on veut exprimer une portion détenniuée de 
' *»re, par exemple , celle entre les valeur» x-=x' et x=x'', 
" faudra mettre successivement ces valeurs de x dans l'in- 
tégrale complète et retrancher ensuite les résultats l'un de 
'*»*tre. On obtient ainsi, si X' et X' représentent les va- 
^^<»rs de X pour x =x\ et ar ^ x", successivement X' + C 
**^ X" + C, d'où résulte X" — X', l'expression de l'aire 
'^n^rchée, qu'on appelle pour cela ^iniégrale^déierminée ou 
"^/înie de l'aire, pour la distinguer de l'intégrale complète, 
T*i se nomme aussi intégrale générale oa indéjlnîe del'aire. 
ïvi constante arbitraire de l'intégrale générale peut aussi 

^e déterminée par une condition donnée de l'aire pour 
)**»« valeur particulière dex Soit donnée, yar exemple, la 
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condition qae l'aire soit = A lorsque x = x' ; l'intégrale 
générale demie par là 

A s=:X -f- C f 

OÙ X' représente la valeur de X pour x^=zx'\ il en résulte 
la déterqiination C :^ A — X^ Cette yaleur de C, substi- 
tuée dans l'intégrale générale , donne 

jrydxî=X + A — X'. 

D'après ce qui précède, X— X' représente la porti<Hi de 
Paire comprise entre x^=.x\ et une valeur indétennkiée 
de X ; l'expression X -f* A -— X' représente donc la portioii 
de l'aire entre la valeur de ar , ou l'aire commence à être 
comptée^ et une râleur indéterminée de x \ il s'easuit qu'elle 
peut s'appeler de même V intégrale déterminée, par rapport 
à l'une des limites qui est entièrement déterminée. Ou y 
pourra aussi déterminer ensuite l'autre limite^ par exemple ^ 
pour X = x". Dans la supposition que , lorsque x = x", X 
devienne X^^ on obtient X" + -^ "^ ^' po*^!' '^ portion de 
l'aire entre la valeur de x oh l'aire commence à être comp-. 
tée , et entre x = x". Cette méthode donne ainsi • comme la 
première ; une portion déterminée de l'aire^ limitée de 
deux côtés ^ au-nlessus de l'axe des abscisses. 

Les exemples suivans mettront tout cela encore plus dans, 
son jour. 

73. Exemple /. Soit j* ^siOX'^'b, l'équation de la ligne 
droite BQ (fi^. 16) ^o& A est l'origine des coordonnées. On 
f , pour l'int^ale générale de l'aire f 


ax* 


jyàx =s afzdx + àfdx a= f- ^J? + C . 

{In y faisant successivement xxso et x ai AP a» tt', et 
i^tranchant ensuite le premier résultat du second » 6n.ob-« 
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tient pour l'aire do trapèze AMQP 

Au lien de chercher l'intégrale déterminée de l'aire entre 
deux yaleurs de x , on pourra supposer que l'aire soit = o 
au point d'intersection B ( où, en Tertu de l'équation 

x=z ) , c'est-à-dire que l'aire y commence à être comp- 
tée. 

On obtient aînsî^ par Pînt^ale générale , 

2a a 
d'oii 

l'intégrale déterminée pour la condition donnée sera 
donc 

j(rdx=: — ^*x+ —, 

expression qui donne , comme on a montré n^ 79 , la portion 

de l'aire comprise entre la valeur xaa— -, , c'est- à-^ 

dire entre le point B et une valeur indéterminée de x. En j 
mettant d'abord x = o ^ H yiei^dra 

triangle BAM = — ; 

mettant ensuite x = AP » x\ il viendra 

triangle BPQ :=^^ +ba^ + —. 
Retranchant le premier résultat du second , on obtient 
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ax'^ 


trapèze AMPQ= k-bx'^ 

comme nous ayons trouvé ci-dessus. 

Exemple IL Soit proposé de trouver l'aire de la section 
iconique qui a pour équation rapportée au sommet et à ses 
axes^ 

j"* = Tjnx + nsr*. 

On aura donc à intégrer Ax{7,Tnx -f- nx^Y . Cette diffé- 

rentielle se change par la substitution de j: =5 2 — — en 

n 

I 
— — + nx* J . L'intégrale en est, d'après 

len«65(B), 
L'intégrale / ^ devient, en diyisaDt par 


r — '^ — , 


— 5—; — — le numérateur et le dénominateur, 


n* 


f en multipliant et divisant par — J, 
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m v/ — 1 


n m 


n 
— ]/— ^ 






= (n» 28) — ^— arc (sin = ^ «)+C. 


-V/-1 

r 

On a donc 9 pour l'intégrale générale de l'airei 


2/1* 


00, en remettant la valeur de z en x. 


D. 


f 3? I I . 

i ^(2mx+nx'y +!^!j^Ç:i.arc^8În = £^ + 1)+ C. 

2/1* 

Prenant dans cette intégrale générale successÎTcment j:=o, 
et x = afy et retranchant ensuite le premier résultat du 
second , il vient 

2 ^ 

24 arc.f cos= - a: + 1^, 


a/i 
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l'intégrale déterminée s'exprimera donc aussi par 

■ 

Soit , dans le cercle (fig. 1 1) , le rayon AO r=m , AP2= a/, 
d'où 

OP = m — y et PM =: ( ^mx' — x'»)* ; 

donc 

triangle PMO = i '' . (amx' — x'*)* . 

I 

On voit par là que la première partie de l'intégrale dé-^ 
terminée de l'aire du cercle que nous avons trouvée ci-des- 
sus^ prise du signe contraire , exprime le triangle PMO ; et 
comme l'intégrale entière appartient à la portion APM de 
Faire du cercle^ il est évident que la seconde partie de l'inté- 
grale, savoir — arcfcosss 1 convient au secteur 

de cercle AOM. Mais en faisant AP' =jr^ on trouve aisé- 
ment y par les mêmes raisonnemens , que la seconde partie 
de l'intégrale exprime le secteur de cercle AOM'. 

On trouve de même dans l'ellipse (fig. 1 7) que la première 
partie de l'intégrale déterminée exprime le triangle POM 
ou le triangle P'OM', et la seconde le secteur AOM oa 
AOM', selon qu'on prend AP ou AP' pour x\ 

Enfin, quant à l'hyperbole (fig. i4),on trouve que la 
première partie de l'intégrale exprime le triangle OPM , et 
puisque l'intégrale entière donne le segment APM , il s'en- 
suit que la seconde partie de l'intégrale, savoir 

ab\/—i / aZ-^a^ 

— arc ' '^'^^ ""~ — - — 


(-=^ 


exprime le secteur OAM. 
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Enfin, en mettant n=o dansréquation^'=(2mx+nx')* , 
la courbe devient une /^araôo/e dont le paramètres am. 
Or , l'intégrale déterminée de l'aire de la section conique 

depuis a: = o jusqu'à x = x' y devient , en faisant — =: — -p^ 

i 1 1 ±1 

— /?* . m* .a:'* (i-^px'){ii^px'y +m'' arcÇcossi 'pj:') 

— 3 » 

fraction qui donne- pour /? =: o » c'est-à-dire lorsque 

tt:=zo. 

■ 

En faisant i — px' == z , d'où /? = y— , 

il Tient 

— 7»* .a/* I 2(1— z')* — arc(cos = ;î) 


1 3 r— , i 

t^ .3/* 2(1— z')' — arc 


La vraie valeur de cette fraction qui, lorsque z=i,deyient 

~, est déjà trouvée n° 87, exemple 6. Il en résulte qu'on a 

pour l'aire cherchée de la parabole depuis le sommet jusqu'à 
l'abscisse x'j 

1 i .3. 
♦ 2* .m* ar* 


D'ailleurs, on trouve plus aisément l'aire de la parabole, 
en substituant dans jyàx la valeur de j", tirée de l'équation 
de la courbe j^ = amar. On a alors 


1 ^ 
1 I 


Jj-dx = (2mffx^ i]x = ?(a^l! ^ c . 


12 
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On trouve^ par conséqaenty pour l'aire au-dessus de Paxe, 
à partir du sommet, oii x = o , jusqu'à l'abscisse af y 


3 1 a 

2*. m*, or'» 


» 


le même résultat que ci-dessus. 

Lç rectangle AHMP (Hg. g) élevé au-desius de l'ahscissie AP a 
pour mesure AP.PM , ou [ puisqu'en vertu de Véquatîoo de 

la parabole, PM = (am) * . A P' ] , (2m) ' . AP* . Le rec- 
tangle AilMP est donc à l'aire parabolique appartenant à la 

1 â 
même abscisse AP, comme (2m)* . AP* est à 

i{7mf . AP" 


2 
c'est-à-dire comme i à ^ ou comme 3:2. Il est encore vi- 
sible que le triangle APM est à l'espace parabolique APMG 

I 2 
comme " • ô» ou comme 3:4; ^^ segment parabolique 

AGM est donc la quatrième partie de l'espace parabolique 
APMG. 

Exemple II L Prenons pour premier exemple de la qua- 
drature des courbes rapportées aux coordonnées obliques , 
Vhjperiole rapportée à ses asymptotes (6g. i4)> dont l'équa* 
tion est^x=/7*. On a ici (55) pour l'intégrale de l'aire 
/y.sin ifdx, o&«f (désigne l'angle compris entre les axes des 
coordonnées, dans notre cas, entre les ^^jmptqtqi. On 
trouve ainsi 

/àx 
— =|7*.sin«f.logx + C. 

Menant du sommet de Phyjierbole A, la ligné AB parallèle 
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m Fasjmptote OY, on a, comme on sait, ABssOBaa/i. 
Faisant malnteDant /7=i, l'intégrale générale deTÎent 
sin ''•log X - C. On obtient pour l'intégrale déterminée de 
l'aire, depuis le point B, on x = i , jusqu'à x =: j/, 

sin m \o^ x\ 

expression qui indique le logarithme de x' prbdans le sys- 
tème dont le module =^ sin m (21). Ainsi, par exemple. 
Taire B ANQ est = sin • . log OQ. 

En supposant l'angle • égal à un droit, Pinti^rale déter- 
minée devient =: 1<^ x\ c'est-à-dire que dans Tfajperbole 
ëquilatere, Vespace asymptotique est égal au logarithme 
naturel de l'ahscisse correspondante. 

En mettant sin jt ^al au module des logarithmes ordi- 
naires =: o, 434^945 < • .(21), les espaces asjmptotiques de 
cette hyperbole sont les logarithmes ordinaires des abscisses 
correspondantes. On obtient alors jr = o* , 2880 1 . . . 

C'est pour cela qu'on nomme les l<^arithmes en général, 
mais en particulier les logarithmes népériens , logarithmes 
hyperboliques. 

Voici encore un autre exemple pour la quadrature des 
courbes rapportées aux coordonnées obliques. 

Exemple IV. Soit donnée l'équation de la parabols or • 
dinaire (Ug. 9) rapportée aux coordonpéeis rectangles 

y^ = ax. 

On propose de rapporter cette équation aux coordonnées 
obliques , de sorte que l'origine des coordonnées , ainsi 
que Taxe des nouvelles abscisses x\ restent les mêmes, 
xnajs que les nouvelles ordonnées j^'^ telles que KL, ren- 
ferment un angle avec l'axe des x\ le sinus duquel soit 

sss m, lecosmus :;=7t, la tangente =:-*-= c. 

Ona 

jrzssym, jrqsx'-} yn. 

17..» 
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En substituant ces Taleurs dans l'équation ciràeaBUê,jr*ssaXf 
il Tient 

doit 


^Éf^içiiio' 


y 

m 

l'ordonnée y a donc deux valeurs inégales entre eUes, ex-* 
primées parles lignes OK et OL^ en sorte que 


_s+#'+:^y 


OK=: 

m 


et OL (considérée seulement par rapport à sa longueur, 
voyez n^ a5) 


-r.+ 'K^+^)' 


m 


Pour trouver Paire que la corde KL coupe de la parabole, 3 
faudra intégrer mffiiod (n® 55). Mettant ici successiyement, 
au lieu dej^, les deux expressions de OK etOL, on ob- 
tient, après avoir intégré, 

l'aire AROA = ^ + Hf! (.'+ ^^ + C 
et 

Or, étant pour j/ = o et AM =:y d'aprës l'équa- 
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tion ci-dessus AM =s -r- • on a 

cm 

Faire AMA = 7 A6MPA {vojrez ce numéro, ex. II) 

1 a i 5 
= 7.5 û* .AP*ou (à cause de AP=AM.n), 
4 6 

1 i il û» 

= 2 a* . AM* . n*=: -g-j-. 

Ainsi , en mettant dans les intégrales générales ci"-dessus 


a* 


œ' = o, l'aire AKOA = r^-^, Faire ALOA = o , et 

déterminant par là G et C, on obtient les deux intégrales 
déterminées, 

et 

ajoutant ensemble ces expressions, on troure 


1 a 

Faire KOLAK = ^fx' + ^V. 

Il résulte d'ailleurs, de ce qui précède, que l'aire AI^O A 
au-dessous de l'axe, si elle> n'est pas prise, comme il a été 
fiiit cî-dessus, dans sa yaleur absolue, aurait le signe né- 
gatif, puisqu'elle dérive de l'intégrale mf-r-y.âx'. 

lïous proposons au lecteur d'effectuer des calculs sem- 
blables pour la section conique en général. 

Exemple f^. Dans la cycloïde (fig. 12), on a (n* 54, probU^ 
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àx= i^-^ p; 

on a donc à intégrer 

fjrdx = / — 


J i^ajr ^yy 


En faisant j^ = m -f. « > îl Tient 

+ a* are T 8În = - J ; 
or , on a , d'après le n* 65 (A) , 
/i/*dtt(fl«— M*)" • = — ^ (a» — M*)* + - are (sin = ^\ 

On parvient donc, en ajoutant ensemble les termes sem- 
blables I à l'intégrale générale 

OU , en remettant u =:jr — a, 

'-f arc(.iB ^-^) - (?^> (.«r-r)» + C 

D'après le n"* 7a, on trouve pour l'intégrale détermi- 
née de l'aire depuis le point A , oti ^:= o, jusqu'à For- 
donnéc y, 


'tTI+'K'^» =^0]- '^^•<»^-^*- 


En y faisant j^ = 2a, il vient, pour la moitié ie Taire 
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èe la cycloide, AJK , ; donc^ pour l'aire entière de 

la cjcloïde ARL = 3aV , c'est-à-dire que l'aire de la cy- 
cloïde est triple de Taire du cercle générateur. 

Remarque, L'intégrale générale doune sur-le-champ l'hik*e 
entière de la cjcloïde entre les points A et L^ oii^ pour 
Fan et l'autre, ^=; o^ si l'on prend pour arc (sins= — i) 

d'abord — -, et puis -J • , en soi^të t}u'on a 

.- + C et — . hC. 

2 2 2 2 

Retranchant Ja première expression de la seconde ^ OB' 
obtient, comme auparavant^ 3aV. 

La détermination de la surface d'une courbe se &ci"- 
lite quelquefois par le changement des coordonnées; pre- 
nons la cjcloïde pour exemple. En transportant pour cela 
l'origine des coordonnées de A à K, de sorte qiie les nou- 
Telles âJ>scisses t se comptent sur la ligne KG, parallèle à 
AL y savoir de K vers G en sens positif, et que les non- 
Telles ordonnées z se comptent sur KJ, de K yers J en sens 
positif, on a 

i=:aT^^x et jr — 2a=:— jg, 
d'oa dx== — dl et dj* == — àz. De cette manière , l'équa- 
tion différentielle dx -==. - — ^—^ — =j se change en 

, (2g — z)dz 

at — Y » 

(2«a— «*)• 
et la différentielle de ï'kire Kftltf devient par là 
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L'intégrale fiz{7.az — z*)*, prise depuis « = o jusqu'à 
z = 2a {voyez exemple II de ce numéro) , est égale à l'aire 
du démi-cercle générateur gtnq , c'est-à-dire que l'espace 

ACKA est égal au demi-cercle grnqg = — • 

21 

Étant, de plus, RM une ordonnée quelconque z, Pes* 
pace KRM sera égal à la portion gmn Ol cercle; donc , 
AGRM est égal à mnq. 

L'aire AGE A étant égale à — , et le rectangle 

AGKJ = 2a'9r , il s'ensuit que l'aire AM K J = , 

comme on a trouvé ci-dessus. 

74* Pour les problèmes suivans , concernant la quadra- 
ture des courbes dont les équations sont connues, on ne 
donnera au lecteur que quelques renseignemens pour faci- 
liter les opérations. 

Exemple VI» La cissoïde, traitée au n* 53, exemple III, 
(fîg. Il), a pour équation 


r = 


x^ 


2r — j: 


7,0U,( 

(2r— or)» 


L'intégrale de l'aire est donc I 7,ou,enmul-» 

J (2r— or)» 

tipliant le numérateur et le dénominateur par x^ 

x^Ax 


=/c 


I. > 


(2rr — x*) 

intégrale qui a été déjà traitée dans la cycloïde, n^ 73, 
exemple V. 
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Quelle est l'aire de la cissoïde, depuis 0:3=0 jusqu'à 
jr :^ r, et depuis or = o jusqu'à x=snrl 

L'aire entière de la cissoïde est triple de l'aire du cercle 
dont le Tajon' = r. 

On trouve donc ici qu'un espace indéfini équÎTaut à un 
espace limité , pareillement comme un nombre fini est égal 
à une suite infinie de nombres ; par exemple , 


2 — I 2 4^ ^^ 

exemple VJJ. Dans la courbe , considérée n" 53 , 
exemple I (fig. 10), dont l'équation r^* rirr'j;*— a:*, on a 

/j-dar = - fxi\x{r^ — a:*)'. 

En y faisant r* — j:'=m, d'où xda:= — -di/, l'inté- 
grale deyient 

— ±fu^du =. (62) -^ + C = - ^^^^^ + C. 

Depuis le point O, oh x-=.Oy jusqu'à l'abscisse x\ on a 
pour l'intégrale déterminée 

3r ^ 3* 

L*aire entre a?= o et X'=i+r^ et celle entre x=o et 
xz^^^Fy sont égales cbacune à -r-* ^^ moitié de l'aire 

de la courbe est donc égale aux deux tiers dû quarré élevé 
au-dessus du rayon. 

Puisque x se trouve au quarré dans l'intégrale de l'aire, 
et que par conséquent une valeur quelconque de x, soit 
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qu'on la prenne positive on n^aiive , donne le même 
résultat^ il faut calculer l'aire depuis x=*^r jusqu'à 
x = o, et ensuite Paire depuis xz=o jusqu'à xi=i'^rf. 
chacune à part ; l'intégrale générale ne peut done être prito 
k la fois depuis x^z^^r jusqu'à xst'^t, 

75. Nous avons tu dans le Calcul différentiel^ n* fl6, 
que la différentielle de l'arc d'^ne courbe rapportée aux 

- , 4r 

coordonnées rectangles, est = djr(i -^ /?*)*, où /?=-j—. En 

dr 
exprimant -^ en x, moyennant l'équation donnée de la 

courbe y cette différentielle ne renfermera que x, DonC| 
pour trouver la longueur de l'arc d'une courbe dont l'équa- 
tion est donnée , ou pour rectifier la courbe (quoique la 
stricte acception de ce terme se borne aux courbes dont l'arc 
te peut exprimer algébriquement) , on n'aura qu'à intégrer 
cette différentielle. Les règles données n°* 57-71 suffisent 
pour cette intégration , parce que la différentielle ne ren- 
ferme que X, comme nous venons de le voir. Le procédé 
pour la détermination de la constante arbitraire étant ici 
tout-à-fait le même que dans la quadrature , noos ren- 
voyons le lecteur au n° 72. 

Voici quelques exemples de la rectification. 

Exemple I. Le cercle a pour équation rapportée au 
centre 


j"=z (a« — «•)% d'o& p = 


(a* —x^ 
On a donc 

Si l'on prend cette int^rale depuis Xt=zo jusqu'à x=Oy 
on obtient, pour la longueur de la quàtriënte partie de la 
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cîrooniérenoe — ; donc, pour la longueur de la circon- 
férence entière 2ajr, comme on sait déjà par les éicmens 
de la Géométrie, 

Exemple JI. L'ellipse a pour équation rapportée au 
centre et à ses axes , 

>=^(fl*-x'A d'où p^-ZZÈfL^. 

donc y 

J («■— ir 

en poaâlit «3= t et «'— *• = i — 6» =s e*, îl rletit 


{i-xr 


Cette intégrale a été développée , au n® 67 , en série sui- 
vant les puissances entières de e ; la série est convergente 
lorsque e est très petit , c'est-à-dire que les deux axes de 
Pellipse di£Fèrent'peu Pun de l'autre. Posant dans cette 
série x ^= i , on obtient y pour la quatrième partie de 
Parc de Pellipse, 

'f '''*^' i«i«i»3.e^ 1. 1*1. 3. 3. 5 . e^ \ 

2\ 2.2 2.2.4*4 2.2.4*4*^-^ • • «y* 

Pour l'hyperbole^ on tire de l'équation j-^ssb — (.x*—- «'), 


/di(i +^*) 




(après avoir fait di=:ii et ik'-|^6' as 1 + ** =^ «*)• 
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Cette intégrale peut être déyeloppée^ par le 11*679 en 
une série qui sera conyergente si e clîffëre très peu de l'unité. 

Exemple III , Pour la parabole ordinaire, on a. . • • 
j-'=:4cxj de là ' 

g=p = c^*-^ et /•dx(i +p')^=ycl*(i + D'j 

en développant le radical en série 9 multipliant ehaque 
terme par dx et intégrant d'après le procédé du n* 67 y 
il vient 

Exemple IV. L'équation de la cycloïde (54) donne 
dj:= —^—x^ d'oi /dx (!+/»')* 

(aqr-j")* . 

= — %{%af .(aa — ^)^+ C. 

En prenant cette intégrale depuis j* = o jusqu'à j^ = aa, 
on obtient pour la longueur de la moitié de la cycloïde 
AK (Cg. la), 4^. Donc la longueur de la cycloïde entière 
estss 8a,c'est-à-^dire qu'elle est quadruple du diamètre 
du cercle générateur. 

L'intégrale générale prise depuis j* = o jusqu'à 
y s=s PM = J^, donne 

4a— 2(2a)* . (aa— y)* ; 
or on a , si Mm est parallèle à AP, 


i • • • 
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donc Tare AMc=: 4^ -~ 2 . mgy et, en conséquence de ce qui 
précède, 

MK. = 2.^7yt. 

Remarque. Pour donner un exemple de la quadrature et 

de la rectification des courbes rapportées aux coordonnées 

polaires^ prenons la cardioïde, dont nous avons trouvé, au 

n^ 56, les différentielles de Paire et de l'arc. £n les intégrant , 

on trouve l'arc HDG ( fig. i5) = ^a^ et l'aire 

3 ûV 
= —7— . ( Pour la dernière intégrale , vojrez n* 78 , 

Exemple V. ) 

Problkme. Trouver l'aire de la spirale d'Arcbimëde (56). 


SIIIMS 
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Des équations qui renferment trois variables 

sous forme eçpplicite. 

♦ 

76. Dans toutç équation à trois variables représe^^^s par 
XfjTjZ^ l'une d'elles est dépendante des deux autres qui, 
toutefois, sont indépendantes entre elles; car -si l'oti suppo- 
sait que l'une des variables, z par exemple , fût dépendante 
de j^ et de x, mais que j^* fût dépendant de :p, il n^ aurait 
dans l'équation que deux quantités variables , savoîlr ,■ la va- 
riable indépendante x et la variable dépendante ^ CU der- 
nière comme dépendant immédiatement de j"^ et comme 
dépendant médiatement de x ; voyez n® 10 ). 

Les équations à trois variables se distinguent (3) en équa- 
tions explicites et implicites. Les équations explicites à 
trois variables, lesquelles seules nous traiterons dans ce qui 
suit,, sont telles, que l'une des trois variables, z par exemple, 
se trouve seule dans l'un des meùibres de l'équation; elles 
sont par conséquent de la forme zs=f(Xjjr) ^ oii x'^ 
sont indépendans l'un de l'aati*e , comme nous venons de 
le démontrer. 

C'est à cause de cette indépendance de xetj" entre eux, 
qu'on pourra mettre d'abord, en regardant j^ comme cons- 
tant, X '{^ AX , au lieu de x dans la fonctions. On obtient 

par cela, au lieu de z (n® 6), z-f Aar; en en Retran- 
chant la fonction primitive z, et en divisant en'siiite par A:r, 

Az . * ' . 

il vient — , expression que nous appellerons le quotient 

des différences partielles de z par rapport à x^ On obtient 

AZ 

de même — comme le quotient des différences partielles 
" Ajf 

de z par rapport â r, en met tant j^ + à.jr au Heu de ^ dans 
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^cfe fonction ZyCien regardant x comme constant. D'après le 
' 17, on obtient 


• • ■ . 

et 


■ • 


OÙ {vojrezn^ 17), hz=z^x eik=z^J'. Les deux coelTiciens 
dîfférentîela du premier ordre T" ctj-, qu'on désigne or- 
dinairement par les lettres p et q, se nomment coejffîciens 
différentiels partiels de la fonction z. On appelle de même 
pAx et y.dj* les différentielles partielles de la fonc- 
tion z, tandis que l'expression dz =/?dx + ^dj*;^ c'est-à- 
dire la somme des deux différentielles partielles , s'appelle la 
différentielle totale de la fonction z, 

ax^ "4" xY* 
• On ^y pîir exemple , dans l'équation z = .^ 

*+ii^= 6ï ' 

et 

AZ <»*'+ ^(j>l.+>X)' 


'"^^FJI" "" À'' ' 




donc . ♦ 

d« 2aj:4j^* . dz nxj 

Delà même manière qu'on a obtenu cî-dcssus^ par la 


■* - 
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substîtation dex + ^x au lieu de x dans l'expression i^ 
y*(j: -f- ^vT*) = « H A^> on obtiendra, en substituant 

AX 

Ai 

jr -i- srsiu. lieu de r, dans l'expression z -J aj:, 

aj? 

Afz+—àXj 

Ajs 
A — aj: 

= (n** 8) z + — Aar H Ar H Ar . 

Mais en mettant x -{-Ax ^jol lieu de x dans 

A7 


on obtient 


(-+5) 


AI . 

Az 

A — A r 

/ n ON I ^-2 , A2 , A r -^ 

V -^ ' AT"^ ^ aj: ^ Aa: 

Ces deux expressions seront nécessairement équiTalentes 
entre elles, puisqu'il ferîent au même, comme on yoit 
aisément, de mettre d'abord x '^ Ax au lieu de x, et en- 
suite j*+V *^ l*^'^ ^^J*> ^^"s l'expression dèz, ou de 
mettre dans un ordre inverse, d'abord j^ + Ay au lieu de j^, 
et ensuite x-^r Ax au lieu de x, 

Retrancbant maintenant de chacune de ces deux exprès- ' 

sions , ^ales entre elles , la quantité z-j Ax + — A^^il 

vient 


X 
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A ' — àX A — AY* 

àX Ar "^ 

Ar = — - — Ax, 

. Aj- -^ Aar . 

t>u , comme on écrit ordinairement, pour abréger , 

A*JC ' A'Z 

-Ar.AJ<*r= Ajr,àX. 


AX,AJ' Ajr.AX 

Pour obtenir maintenant une série pour f(x+h^+k)^ 

on n'aura qu'à substituer dans les séries données ci-dessus 

, Az I ^ 

pour z-i Ax et pour « + -— ^j", ou dans la pre- 

■ AX AJT ^ 

mière « H Ajr au lieu de z, ou dans la seconde. . . 

AX 

z -f- — AX au lieu de z. 

■ AJÎ 

£n faisant cette substitution , on se trouye dans le cas de 
prendre d'un ooefRcient différentiel, pris par rapporta l'une 
des deux variables, un coefficient différentiel du même ordre 
on d'an autre par rapport à l'autre variable. 

Ainsi, par exemple , l'expression 

j, d"z 
da:"" 

oii m et n sont àes nombres entiers , indique une différen- 
ciation effectuée m fois de suite par rapport k x, et une 
différenciation ^ectuée ensuite n fois de suite par rapport 
k j. On écrit d*ailleurs cette expression, pour abréger , 


ainsi : 


dx*".!!^* 

i3 
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D'après cela 9 on écrit , au lieu de —, — • •; — r- ; au 
^ djr ^ dxdjr ' 

d — d» — 

lieu de , ; , ^ — -rrz î ^^ ^^^^ àe — r^i 1 — -, — ; 

.. . "* do:' d^x 
au heu de -^, 5^^, etc. 

En employant cette manière abrégée d'écrire , on obtient, 
les séries suivantes, égales entre elles , 

. dz • . d»z A» . d^z A3 


et 


dx dx' * 1.2 dar' ' i.a.3 

éiy dx.âjr'i'i dx^.dyi.z'i " 

4. £î il 4--iÎL-*iL 4. 
' dy*'i.a da:.c[^'i'i.2 ' *' 

d'« *» 

"•" dp-TTiTS"*"-- 

. AX . AZ , A'Z 

dz A d*z kh Ah k* h 

da: ' I dj".dar*i'i dj^dx*i.2*T 
d'x A' d^z A A' 

d«»* I , a,"*" dj' . d*»' I * I . a 
d»« A» 


+ rr, • 


d«» • i.a.3^ "•■* 
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En comparant dans ces deux tériesi ^alea entre elles, les 
termes qui sont affectés des mêmes puissances des quantitéa 
% et ^9 indépendantes entre elles , on tombera sur l'équa- 
tion suivante 

d»z d*z 


àxdjr djrdx * 

c'est-à-dire que le coefiBcient différentiel du second ordre de 
z, pris par rapport à J? , et ensuite par rapport kjr^ est égal 
au coefficient différentiel du second ordre de;s , pris d'abord 
par rapport à j^ et ensuite par rapport k x. On a de mètiie 


et en général , 


d^z i?z 

dx^àjr àjrdx^ ' 


De plus, on tire de chacune des séries ci-dessus déve- 
loppées, en retranchant z + — ^x -| Aj*, et divisant 

le reste par àx^^jr^zh,k^ 

A*z A»z d'z , d'^z ^ , 
Ax.àj" ^jr.^x dxdj^ d^^^j* * a 

^d^.da:*a^ 

+ ..... 
x% que nous exprimerons par 

A'z _ d*z , 

6aî,Ay dar.dj»"» ^ 

^ ^ désigne une série dont chaque terme renferme les 
-^pantités ùjc et ^^ , et qui , dans la supposition que ùx 
^ Ajr soient en même temps fort petits , peut elle-même 
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deyenir plus petite que toute> quantité assignable. (Cent' 

parez n® 23.) 

àz 
Enfin , on pourra mettre dans l'expression de z-f- — ^x » 

X 4- ^^ au lieu àe x , et l'on obtient alors une série pour 


('+Ë^) 


i^ V Aj? / ^ Az 

:5 + — Aa:4 — Ax, ou pour (8) «+2 — Ax 

ùkZ Az 

Air- Ax A -- Aor 

4- — : Ar: donc aussi pour — ûx^ ou^ comme 

Ass ux 

A^z 
on écrit ordinairement , pour - — ■ Ax'. 

■^ Ax* 

Az 
En mettant jr + ùjau lieu de j^, dans « + t" AT » ^'^ 

•/ 

obtient d'une manière semblable -— l A7*« 

On trouve ainsi des séries pour les deux quotiens des 
différences du second ordre — -j et -— , qu'on pourra , de 
la même manière que ci^dessus y représenter par 

Nous déyelopperons encore , dans l'exemple déjà oonsi* 

OX^ «^ XT** 

déré zss 1 , ■ > les quotiens des différences et les 

coeiEciens différentiels du second ordre* 

En mettant dans les expressions obtenues pour <+ t~ àx 

àz 
et pour «+ T— Ar# dans la première, 7*+ ^ au lieu àey^ 

et dans la seconde ^ x-f- ^^ ^^ lieu de x; retrandiant de 

ces deux résultats « + t— ^^ + 7- Af» et divisant en- 

Ar ^y *^' 
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suite par àx.ày, on obtient 

ùxùj' ~ ÙLjC^x ~" 5»" "*" è* ^-^^ 

d'où il suit 

d'x d"x 2r 

De plus, en mettant dans Texpression trouvée pour 

ùz 
z+ — AXf X +Ax 9i\k lieu de x ; retranchant du ré* 

Az 
sultat 2 + a.-— Z^, et divisant par Ar*. il vient 

A'« aa ., , d*z • aa 

enfin y mettant dans Pcxpression de z-4- — 47*1 J^+A/ 

A;5 
au lieu de jr-^ retranchant du résultat z + %— ùjr, et di* 

visant par ù^jr^j il vient 

A*jc ax « , d*« 2X 

Les ooefficiens^différentiels du second ordre renfermant, 
en général, xetjr, on pourra les différencier comme on 
a fait avec z^p et q;. en poursuivant de cette manière , 
on obtient sans didiculté les coefiiciens difitèrentiels d'un 
ordre quelconque. 

Exemple /. Soit z-:=.x^ — o:^. On a 

p = Saf** — a:çy , q = — x* . 
dp iVz ^ dp d^z 

dx UJp* dj" dxd^ 
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dq (l'z âq 

d* clT-dar cjf 

*lP— ^ — 6 d'jy __ d^z _ 
dar* dar^ ~ ' Axôj^ àx^àjr ' 

d»^ d'x 
dx* 4x'da:* 


Exemple II. 

Soit Z: 

=xir- 

1 

-r*. On a 

as 


dx 

1 3 i 

d**^ 

2 » 

ax* 

4r 

2*^ ' 

d'x 

— J' 

d*» 

d*x i 

dx* 

4» 

4x* 

dxdj^ 

"~4rdx-^^r 

2Jr 

d*2 

—3 

àh 

3j^x • 

dy> 

1 > 

4r* 

dP"~ 

8 ' 

d'x 

d'z 

— 1 


daMr"" 

4x'dar*" 

4«* 

etc. 


X i 

Exemple IJL Soit z = -^ — j^*. 

7^. Ayant d'appliquer anx surfaces. courbes ce qui a 
été dît jusqu'ici sur la différenciation des équations k trois 
Tarî^leS) il sera bon de rappeler au lecteur, en fieu de 
mots, quelques propositions concernant les corps et les sur- 
fices en général. 

De la même manière que le point considéré éhmB le plan 
est donné par sa distance de deux droites délerntînées à 
regard de leur position dans ce plan , le point considéré 
dans l'espace est aussi tout-à-faît donné par sa distance 
de trois plans déterminés par rapport à leur position. Ces 
trois plans portent le nom de plans coordonnés ; leur point 
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d*intersection comman s'appelle V origine des coordonfiées, 
et les lignes d'intersection de ces plans coordonnés, deux 
à deux y s'appellent les axes des coordonnées sur lesquek 
les coordonnées se comptent. On désigne ordinairement les 
coordonnées par les lettres x^ jr^ z, et les plans coor- 
donnés s'appellent pour cela aussi les plans des xjr^ des 
jrz et des* xz , selon que les deux axes des coordonnées 
X et J'y ou jr et z, ou enfin ar et z , y sont compris. 

Les droites perpendiculaires menées du point considéré 
à diacun des trois plans coordonnés, lesquelles, comme 
on Toit aisément, sont égales aux coordonnées de ce point, 
s'appellent les lignes projetantes de ce point, et les pieds 
de ces lignes dans les trois plans s'appellent les projections 
de ce point. 

On snppose ordinairement les plans coordonnés reo^ 
(angles entre eux , à moins qu'on n'avertisse du contraire ; 
mais il est évident par soi-même qu'on les pourra aussi 
prendre sous un angle arbitraire quelconque. 

Les plans menés par une ligne droite , dans l'espace , 
perpendiculairement sur les trois plans coordonnés , s^ap- 
pellent les plans projetans , et les intersections de ces 
plans projetans avec les plans coordonnés, s'appellent 
\es projections de cette ligne droite. Par ces projections, la 
droite est tout-à-fait déterminée. Sa projection sur le 
plan des 3ejr est en général 

jr r=z ax + by 
sur celui des xzy 

z = dx+ b\ 

et sur celui des jrz^ 

z = ay+ b\ 

On voit aisément que , par deux de ces équations , la troi- 
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sièmc est déterminée; donc^ la ligne droite considérée 
dans l'espace est tout-â*fait déterminée par deux pro- 
jections. 

Si une ligné droite donnée doit passer par un point 
dont les coordonnées sont sf^y^ /^ il faudra que les 
projections de la droite passent par les projections du point 
dans le même plan coordonné; les équations cherchée! 
seront donc 

Uéquation de la surface en général renferme les trois 
variables x j j eX Zy dont Pupe> z par exemple ; est dé- 
pendante des deux autres^ lesquelles sont indépendantes 
entre elles. La plus simple de ces équations est celle du 
plan ; elle est représentée par 

^i^ -{- bj -{- cz zn d. 

Si le plan passe par l'origine des coordonnées, on a 
pour ce point y x^ jf^ z en même temps nuls; donc,, 
J = G. L'équation devient , par cette condition , 

» 
Dans la droite formée par l'intersection du plan proposé' 
ayec le plan des ^, on aura z = o; l'équation de oette> 
droite sera donc 

ax '{' bjr z=. d. 

On Yoit par U aisémeat de quelle forme seront les équa- 
tions des intersections du plan proposé avec les deux autres 
plans coordonnés. 

Dans un plan parallèle au plan des xfy et conséquemment 
perpendiculaire aux deux autres plans coordonnés, z sera 
constant > par exemple =A; un tel plan a donc pour 
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équatkm z=r &. La ligne d'iatersection formée par ce plan 
avec celai dont l'équation est ox ^- 6^ -f- cz = J se dé- 
termine par conséquent par les deux équations 

, ax-|-^+czi=rf et z = A, 

•• 
oa par la seule équation 

aX'^ bjr^=d — ch. 

Quelles seront les équations du plan parallèle aux plans 
coordonnés des jrz et des xz7 

Si le plan doit passer par un point dont les coordonnées 
sont a/, y j !^ j on a^ outre l'équation générale du plan,. 
encore cette équation de condition 

ax^ +by + cz' = d', 

on en tire l'équation cherchée 

a{x — x) + b{jr—y) + c(z — z') = o. 

Quelle est l'équation du plan passant par deux points 
déterminés? 

On propose 9 dans les élénfiens de la Géométrie analy- 
tique, plusieurs problèmes concernant la position de la 
ligne droite relative au plan. 19ous n'en rapporterons ici 
que les suivans. 

Soit donné un plan par l'équation oa: + ^ + cz = rf; 
on propose de trouver l'équation d'une ligne droite qui 
soit perpendiculaire au plan. 

Les projections de la droite cherchée sur chacun des 
plans coordonnés sont ici perpendiculaires aux lignes d'in* 
tersection du plan proposé avec le même plan coordonné*. 
Or, deux de ces intersections ont pour équations 

âx -f. cz = ^ et ^ + cz = ^ j 


202 ÉQUATIONS QVl RENFERMENT TROIS VARIABLES. 

donc, en supposant que les projections de la droite soient 

z = MX + fi et z = y^ 4" '^i 
on aura (comparez n* 4?) 

«=- et y = -r. 

a o 

Si la perpendiculaire cherchée devait encore passer par 
un point dont les coordonnées sont x' , y ^ z\ les équa-- 
tions cherchées seraient 

«-/ = î(x-a/) et X — / = jCr— j-O. 

On en conclura aisément que, si une droite avait pour 
équations z — z* = - (a: — x') ci z — z' '=^j{jr'^y)f l'é- 
quation, du plan qui lui serait perpendiculaire dans le 
point dont les coordonnées sont x' ^ y ^ /, serait 

z — z'= — a(a: — a/) — *(^ — y). 

Les trois plans coordonnés coupent, sur un plan qui n'est 
parallèle à aucun d'eux , un triangle dont les cAtés sont 
les intersections de ce plan avec les plans coordonnés. Les 
projections de ce triangle sur les plans coordonnés forme* 
ront trois triangles rectangles. £n désignant Faire du trian- 
gle projeté par S^ et celle des trois projections par A, B, C, 
on prouvera aisément que 

S* = A* + B* -f C». 

On connaîtra la nature des corps ou des surfaces courbes , 
si Ton connaît leurs intersections formées, ou par les plana' 
coordonnés mêmes , ou par des plans parallèles aux plans 
coordonnés. Geileft-là s'appellent seciions principales ^oâ\%b^iî\ 


ÉQUATIONS QUI K£NF£RM£NT TKOIS VARIABLES, 2lo3 

sections secondaires on parallèles, et notamment celles des 
a^, ou des XS) ou desj'z, selon qu'elles sont parallèles 
aux plans coordonnés des xjr , ou des xz, ou des jm. Mon- 
trons, dans l'exemple suivant, comment ou saisit la na- 
tare du corps par ces sections. 

Soit k examiner, par exemple, le corps qui a pour 
équation 

a:» + ^ + «» = r*. 

Le plan coordonné des xjr doane la section principale 
a:* + j^ = r*; donc, un cercle du rayon =r. La section 
parallèle au plan desx^, à la distance 2 = 2^, donne 

X- +y = r- ^ z'% 

ji_ 
encore un cercle dont le rayon = (r* — /•)* . Pour les 

autres sections, soit principales, soit parallèles , on trou- 
vera des équations de la même forme. Toutes les sections , 
tant principales que parallèles, étant des cercles , on en con- 
ciliit que le corps proposé est une sphère. 

On mène aussi par un corps proposé, pour en exami- 
ner la nature, un plan qui n'est parallèle à aucun des 
plans coordonnés , et l'on examine la nature de cette in-^ 
tersectîôn. Nous ne rapporterons ici que les valeurs qu'il 
fiudra mettre dans l'équation proposée pour chacune des 
trou coordonnées , pour obtenir l'équation de la section eu 
question, savoir 

X = /.cosK^ f^.sinii.cos^, 
jr, = i'^costf.cos^ — <.sin«-— a, 
z = ('•sinf, 

oji i et V représentent les coordonnées de la section , ^ 
l'angle compris entre le plan coupant et 1q plan des x^^ 
a l'angle compris entre les axes des x et des <, qui sont 
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situés tous dent dans le plan des x^ , et a la perpendi- 
culaire à l'axe des x, depuis l'origine jusqu'à Taxe des t. 
Enfin ^ pour la recherche de la nature d'un corps, on 
emploie la transformation des coordonnées. Nous ne rap- 
porterons ici que les valeurs de x, j*, x, lorsque les noo- 
Telles coordonnées ty u, v sont aussi rectangulaires et 
qu'elles ont la même origine que les anciennes : 

X = a< -|- 6ii -f" ^^9 

« = «"«+ b'u + cV, 

oii a, 6, Cj a' j etc., désignent tous des cosinus , savoir: 
a le cosinus de l'angle compris entre les axes des x et 
des t; ble cosinus de l'angle compris entre les axes des x 
et des u ; c celui de l'angle compris entre ceux des x et 
des V ; a^ entre ceux des jr et des t , etc. 

78. Soit maintenant représentée (fîg. 18) une surface 
courbe. Soit A l'origine des coordonnées ; soient ABj AC, 
AD les axes des x, j'y z\ donc, les plans BAC, BAD, 
et CAD seront les plans des xjr y des xz et des jz. 
On aura alors pour le point R dans la surface, AP=:^7 
PM =r, ' MB = z. Soit , de plus, PF = Aar = ^, 
MN =M'N'=QQ' = 4r=r k. Qu'on mène, par les côtés 
du rectangle MM'NN' situé dans le plan des xfy quatre 
plans perpendiculaires : ceux qu'on aura menés par MN et 
M'N', parallèles au plan coordonné desj^z, couperont ta 
surface suivant les courbes parallèles ££' et FF\ et ceux 
qu'on aura menés par MM' et NN', parallèles au plan 
coordonné des xz, couperont la surface suivant les courbes 
parallèles GG' et HH'. Ces quatre plans couperont de la 
surface, la portion RR.'SS' dont la projection sur le plan 
des ocf sera le rectangle MM'NN'. {Fqfez n" 77.) 

On a, d'après ce qui précède et d'après le n® 76» 
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MR=x, M'K=f(x+h,j)=iz + — Ax 

Or, on obtient l'expression de N'S'^ comme l'inspection 
de la figure fait voir clairement, en substituant dans 
Texpression de l^S, x-^^x au lieu de x, ou dans celle 
de M'R', jT'^AjrsLU lieu de jr. On a donc 

a' KTC 

WS =s NS+ -^r — A(r = (d'après ce qui précède) 

Ajrùx, 


ÙLjrùx 
et de même 

N'S'=M'R' -| — ~ 4X== (diaprés les remarq. ci-dessus ) 

Ax J ùz ùz 

*Tr-ûar-| — Ay=z+ — Ax + '^ Ajr 

On a, par conséquent, N'S'=/(x+ A, j^+^), expres- 
sion qae nous avons déyeloppée au n* 76. 

^oilà donc, prouvée géométriquement , la proposition 
^a a» 76, que 
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Qu'on imagine maintenant , au point R de la sur&ce 
courbe, an plan tangent; ûelni-ci sera coupé par les deux 
plans menés par R; suivant deux lignes droites, perpendi- 
culaires l'une sur l'autre, qui seront tangentes aux courbes 

EE' et GG'. D'après le n*^ 4^? t^ = (76) JP exprime la 

tangente trigonométrique de l'angle formé par QG' pa- 
rallèle k l'axe des x, et la tangente à la courbe GG'j 

— = ('j6) q exprime la tangente trigonométrique de l'angle 

formé par PE' et la tangente h la courbe EE^ 

En désignant les coordonnées de ces deux tangentes par 
Xf z et jr, z , et les coordonnées du point R; pour les 

distinguer, par x',y, z', ^d'oi p' = ^, j'=^,j, 

les équations de ces deux tangentes seront de la forme (4B) 

La droite qui a pour équations 

a — z = ^(*— a?') et « — «'= — -j CT--/) 

est dans le point d'intersection R perpendiculaire tant à 
la première tangente qu'à 1^ seconde {voyez n**" 4? ®' 4^)'» 
donc, dans le point R perpendiculaire aussi sur le plan tan- 
gent même; par conséquent elle est la normale. 

n suit des équations de la normale que nous venons de 
trouver, d'après le n° 77, que le plan tangent a pour 
équation 

« — «'=/'> — ^) + ?'Cr—j-'). I 

, I 

La' distance du pçint de contact R à un point quel- 
conque dans la normale , sera 

= t(* — «')' + (^ _ y^» + (4f — a:')«J^ ! 
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<Ni encore , en yertu des équations , précédentes de la 
Bormaley 

£n y faisant z =r o , on obtient pour la longueur de la 
normale I depuis le point de contact jusqu'au plan des x^y 

— «'.Ci +i»'* + ?")•• 

I 

De^la Cubature des corps, 
79. Noos avons démontré au n* 76 la proposition 


I 


àxàj AxAjr 

rfi 4' renferme , outre x tï jr^ encore Ajp et 4^ ; par 
^Qséquenti si Aj: et 47* sont supposés fort petits, 4^ 
pourra devenir moindre que toute quantité assignable » 
f^Ique petite qu'elle sôit. 
Soit maintenant^ en même temps, 

ob ^y aussi bien que ») ne renferment que x etjr , mais 
♦'et '^"f outre x et jr, renferment encore Ax et Ay. 
Démontrons qu'on a alors 

d*<p 
àxdjr 

Pour cela y nous ferons usage du raisonneqdent du u? 24* 
pans la supposition de 

d*© ^ d*^ 

^ >«, mettons 7-j-=« + /8, 


dxdr ' d«4f 
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cyti fi y étant de la même nature que «, ne renferme qoe 
X et y. On aura alors ^ quelle que soit la valeur de ^ac 
^et Ay {voyez n" 76), ^ . 

àxàjr * 

ou ar, renfermant ar, j^, A:c et Aj*, suppo^ que Aa: et Ay 
soient en même temps fort petits , peut devenir moindre 
que toutequantité assignable. En comparant avec cela la pre«^ 

mière supposition, que <« -+- ^', on a 

-+^ + «-<-+4^', d'où /8<^'~,, 

ce qui ne saurait subsister pour chaque valeur de aj: et de A^*. 
De la même manière , on pourra prouver qu'on ne peut 

avoir' T , < çt. Il faut donc que , suivant l'énoncé du 

ilX(^ 

problème, on ait 

àxàjr 

Au moyen de cette profiosîtion , nous allons trourer 
la différentielle du volume d'un corps. 

En désignant par u le volume du corps qui , ayant pour 
base (fig» 18 ) le rectangle APMQ dans le plan des xy y 
est terminé par la surfiace courbe, par les plans ccx>r— 
donnés des xz et des yz , et par des plans parallèles me-» 
nés par PM et QM, on aura [^x étant =PF (78) et 
ây = QQ*] pour le volume au-dessus de la base APBPQ^ 

u + — Ax, 


et pour celui au-dessus de la base APNQ' , 


Au 

ày ^ ' 
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donc lé Tolame aa*- dessus de la tiase PP'MM^ sera 

= — ^x, 
àx ' 

et oelni au-dessos delà base QQ'MN sera, 

= ^ AT («<jr« »• 76). 

D'après les mêmes raisonnemens ^ le volume au-dessus 
de la base PFNN' sera 

AU 

A ■ AX 

AU , AX 

= — aj: + àjr 

et celui au-dessus de la base QM^'Q^ sera 

A^ 

à — MT 

= — AT + ^ àX'y 

doiic> celui au-dessus de la base MM'N^ sera 

A'u A*u 
= AXAr = ArAx (76). 

AXA^ ^ AJ^AX -^ W / 

Si, par les points R, R% S, S' 9 dans la surface courbe , 
on mène des plans parallèles au plantes xjr , on for- 
mera quatre parallélépipèdes qui auront la même base 
MlWrNN', et dont les hauteurs respectives seront les quatre 
ordonnées MR, M'R', l^S, N'S'. En multipliant main- 
tenant par AX47^ les expressions obtenues pour ces quatre 
ordonnées^ dans les n^^^^ë, 78, on parviendra au vo- 
lume de ces quatre parallélépipèdes , entre lesquels la por- 

tion du corpS) exprimée par ^^^^ AxAj^,est comprise^ sup- 


àxâjr 


•4 


( 
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posé qa'qn aavigne ^àxei ^ des valeurs suffisamment 
tites. Divisant ensuite par àx^Jr les expressions ob-C;« 
nues pour les quatre parallélépipèdes, ainsi que l'expr^^; 

sion AXAj'y et désignant dans ces expressions (comK^Ji 

il a été £aiit au n° 76) la somme de tous les termes c^^^ 
renferment Ax et âkjr, par les lettres ^9 ^\ 4^, on ofa 
tiendra les valeurs de 

entre lesquelles ■ est compris. En vertu de la propo^ 

sition ci-dessus prouvée , on aura donc 

~=«, ou d*u=:z.dx4r. 

d'il dy 

80. De l'expression t-j- =«> ou --=-^=«(76), on tire 

jdM j dw ^ - 

dr~ ' """ ^=^*^- 

II est clair que z est ici regardé comme fonction de la 
seule variable x, et qu'il faut prendre l'intégrale seule- 
ment par rapport i x. De plus, on a 

dii = 4r* Adx, ou M =/4ry»d±, 

nne seconde intégrale qui ne se pourra prendre que par 
rapport l jr. Donc > pour trouver u^ce^^k-dixt le Tçlume 
d'an oorpsy il .faut multiplier par dx la valeur de 4 tirée 
de l'équation du corps, et intégrer sdx, en réglant 
seulement 4P, comme variable, entrç deux lipiitei^dQ.a?; il 
faut ensuite multiplier le résultat par âjr, et înt^rer par 
rapport kjr entre deux limites de cette variable. On par- 
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▼ient ainsi an Tolnine du corps par nue intégratioD double 
maissuocessÎTey qui pourra s'eflTecluer d'après les n^ 67 el 
saÎTauSy parce que les intégrales se prennent chaque lois |Nir 
rapport à l'une seule des deux variables indépendantes. 

SI l'on Teut prendre la première intégrale fzdx^ depuis 
rorigine des coordonnées, oiix = o, jusqu'à l'intersoc* 
tion du plan coupant parallèle à celui des j'z, dans la 
dislance indéterminée à l'origine =J'9 il faudra égaler s 
à zéro 9 dans l'équation du corpS) laquelle sera également 
l'équation de l'intersection dans la distance ^ssjr , et en- 
suite en développer la seconde limite de x. 

Dans les corps oh. Taire d'une section parallèle dans la 
distance '=^y s'obtient par une expression finie, il n'est 
besoin que d'égaler fzdx à cette aire, de multiplier par 
àjr, et d'intégrer ensuite par rapport à j*^ entre deux li- 
mites de j*. 

Le lecteur comprendra d'ailleurs que.cette dernière mé- 
thode pour trouver le volume s'accorde tout-à-fait avec 
la méthode du n° 55, pour trouver l'aire d'une courbe. 
Us ex.emples suiyans mettront en plein jour ce qui a 
été dit ici. 

Comme il est indifférent de regarder l'une ou l'autre 
des trois yariables comme la dépendante (76) , il est en- 
core à remarquer que la formule pour la cubature se peut 
aussi exprimer ainsi : 

' fàyf^àz, ou fdxfjràx. 

Exemple I. Soit proposée l'équation de la sphère, 
rapportée aii centre, 

X* + J^' + «* = I*. 

On a ici 

I 
/jndjres /(r' —«' — x )'dx 

i4.. 
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(§iL X seal est & regarder comme variable) 

= [65, (B) ; 64, exemple V] - (i- — z'—ar»)» 
H--('* — «').arc j am = — ■ j- j + C 

Pour trouver la valeur extrême de x dans la section par 
rallële, dans la distance indéterminée à l'origine =:jb, on 
mettra , d'après ce qui précède , dans l'équation de ta sphère, 

^=pj on trouvera aipsi x=(r»— »*)*. Si l'on prend 

l'intégrale trouvée depuis a: =o jusqu'à j:=(r' — «')' , on 

1 51- 

aura - (r'— z')»-« La seconde intégrale sera donc 

2 2 


/ 


ï(,--..)<U=^'_^'+C. 


En prenant cette intégrale depuis z = o jusqu'à xis-f- r, 
on obtient, pour la huitième partie de la sphère, -tt- ; donc y 

pour le volume entier de la sphère, ^7—, comme on sait 

déjà par les élémens de la Géométrie. 

La section de la sphère parallèle au plan des jrx, dans 
la distance indéterminée à l'origine = z , étant un cercle 

du rayon =(r»— s')* , l'aire de cette section parallèle 
est ^ir(r^ — z'). D'après ce qui a été dit ci -dessus, il 
faudra multiplier cette expression par dz ef intégrer en- 
suite depuis z=o jusqu'à z = -|-r. En multipKant alors 
le résultat par 2 , on obtient pour le volumge de la sphère 
la même valeur que ci-dessus. 

Exemple IL Soit donnée l'équation 

ax'^ + by'' + cz^ := r^. 


cubâture des corps. 2|3 

utes les sections, soit principales, soit secondaires , 
donnent des ellipses, et c'est à cause de cette propriété 
qu« ce corps s'appelle ellipsoïde. L'ellipse formée par le 
pl<si.ii coupant parallèle à celui des xy , 9i pour ses deux 


\ 


(-T-) ^ {-F-)' 

sax^ aire e^t (78 , exemple 11) = -, . On en tire 

rixit^ale 

_. fiz fz^àz = ^ j 4. C. 

{idfy (aby (aby Habf 

Or on a, pour la section principale des xz ^ l'équation 
o^ "^cs^ =zr^, d'oi Ton tire, pour le demi-axe dans la 

direction des «, ( — J ; on prendra donc l'intégrale pré- 

1 L 

— J jusqu'à J8 = — (— ) • On 

troufera par là , pour le volume entier du corps considéré, 

9 

1* 

3{abcy 

En considérant les deux sections principales des xy et 
des xz, on trouve pour les trois axes de l'ellipsoïde 

En les désignant par A, B, C, on obtiendra, pour levo* 
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lume exprimé par les axes , 

4 ir;ABC 

En faisant^ dans l'équation proposée, a:=zbz=zc=ry 
le corps devient une sphère dont le rajon =: r, et dont 


J^r 


w 


le Tolume =^^~-, comme nous ayons déjii trouyé dans 

l'exemple précédent. Si seulement a=:b=:r, le corps 
s'appelle sphéroïde, G)mment reconnaitra-t-on sa figure y 
par le moyen des sections principales et secondaires, et 
quel sera son yolume ? 

Exemple IIL Soit proposée l'équation ax^+by^ — cz*=o. 
On yoit aisément, par le n® 77 , que cette équation appar- 
tient à un cône droit dont le sommet est à l'origine des 
coordonnées , et dont la base est une ellipse. 

L'ellipse formée par le plan coupant parallèle au plan 
des xjr , dans la hauteur = z , a pour ses demi-axes 

i 1 

donc son aire est égale (78} à ;. La seconde int^rale 

(abf 

est, en conséquence, j +C, et donne, prise depui 

3(aby 
z=so jusqu'à Z'j=iz\ pour le yolume du cône, 

Z{aby {aby 

c^est-à-dire que le yolume du cône, depuis le sommi 
jusqu'à la hauteur /, est égal au tiers du produit de 
base (78) par la hauteur, comme on le sait déjà par I 
étiémens de la Géométrie. 
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* 

Du Volume des corps de révolution, 

8i. Sapposons qu'une section principale d'un corps , 
celle» par exemple, du plan des xy^ et toutes les sections 
qui lui sont parallèles , soient des cercles, et menons par 
un point de la surface, dont les coordonnées soient Xy jr^ 
>9 deux plans dont l'un soit perpendiculaire à l'axe des z 
(et ainsi une section parallèle au plan des x^), et dont 
l'antre passe par l'axe des z : l'intersection de ces deux plans 
perpendiculaires entre eux sera alors le. diamètre de la sec- 
tion parallèle , c'est-à-dire du cercle. Désignant son rajon 

pàp w', on' aura u = (a:' +J^^ ; désignant, de plus, Fin* 
Israection du second plan ayec le corps, par u=f(z)f 
le corps considéré sera tout-à-fait déterminé par le sjs- 
^e des deux équations 

d'oà Pon tire, par l'élimination de ii, cette seule équation 
fui appartient au corps, 

Hais on voit aisément que le corps considéré peut être 
Regardé comme engeiidré par là rérolution de la coutbequî 
^ pour équation u =z/'(z) , autour de l'axe des z* Un tel 
<^^irps s'appelle, pour cela , corps de résolution ou de ro^ 
^^n, et l'axe des z Rappelle Vaxe de révolution o» de 
Station, La courbe formant le corps par sa rérolution 
'appelle aussi courbe génératrice. 

' L'aire du cercle. dans la distance à Forîgine defif coor- 
^nées s=« (73), éUnt «•"*--=«:[/(«)]% le volume du- 
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corps de ré?olution sera, d'après le n** 80, 

= ir/[/(z)]«.d;5, 

c'est-à-dire que la différentielle du volame d'un corp^ 
de réyolution est composée do quarré de l'ordonnée (i/) 
de la courbe génératrice ^ multiplié par «- et par la diffé- 
rentielle de l'axe de révolution. 

Exemple I. Supposons qu'il se tourne une droite autour 
de l'axe des z ; on aura ii=«z "1- |8. Le corps ainsi engendré 
est, comme on voiti un cône droit qui a pour équation 

oh - exprime la distance de l'origine des coordonnées av. 

sommet du cône dans l'axe des Zj et « la tangente trigi 
nométrique de l'angle formé par le côté du cône arec Pax< 
des z. L'intégrale du volume sera 

wficLZ + fiYàz =^3- + •/SîTZ* + wfi'z + C. 

Supposons que le volume soit =0 au sommet du cône. 

obi z = , il vient C = + ;=— , et Pon a pour le v< 

m oif 

lume du cône, depuis le sommet jusqu'à la hauteur z'j 

résultat équivalent au tijsrs du produit de l'aire du cerd' 
(regardé comme base) par la hauteur du cône, comme 
sait par les élémens de la Géométrie. 

Faisant , dans les équations de la droite , /S = o , c^est*—^ 
ir*dire transportant le sommet du cône à l'origine des ooor^-^ 
données, on a pour le volume du cône, depuis le sommet 
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îujqa'à la hanteur 2', 

Exeïïnple IL Qa'il se tourne ane ellipse dont les demi- 
axes sont a et 6, ou autour de Paxe a, ou autour de 
l'axe b. Supposant que, chaque fois, l'axe des s soit' 
odui de réYolution> l'ellipse a , dans le premier cas, pour 
i^tîcm 

1 

et le corps ainsi engendré a pour équation 
Lint^prale du volume de ce corps sera 


et donne par tonséquent , prise depuis js t= -)- a jusqu'il 
*^ — a, pour le volume entier du corps » 


3 ' 

Dans le second cas, l'équation de l'ellipse est 


u = ?(6«-zr, 


^ odle de l'ellipsoïde ainsi engendré ^ 

^ volume de ce corps sera = - t *^ , Par la supposition 
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de b =. a , chacune des deux surfaces courbes devien^B 
une sphère. 

^ A Paîde de ce qui a été dit jusqu'ici, le lecteur poum»- 
aisément résoudre les problèmes suivans, en se serrant::- 
des renseignemens qui y sont ajoutés. 

Problème i. Supposons qu'il se tourne une parabole or-^ 
dinaire autour de son axe ; cette supposition donne u^=spz. 
On propose de trouver l'équation du paraboloîde engeiH 
dréy puis de trouver son volume compris entre jS'=::o et 
z:=zz\ et de déterminer en même temps le rapport de 
ce corps à un cylindre dont la hauteur ^/^ et le rayon 

de la base m' =/?* x!^ . 

Supposons qu'une hyperbole, dont l'équation est.... 

Il = - (z^ -}- 2az)^ 9 se tourne autour de son demi-axe à\ 

elle engendrera ainsi Vhjrperboloïde, qui a pour équation 

a'a:' + ffj* — ao^'z — ô'z' = o. 

On trouvera que le volume entier de ce corps, pris depuis 
zzzzo jusqu'à z = z'y est 

~ 3a« "*" a ' 

Quelles valeurs auront lieu si b =za? 

Supposons que la courbe considérée au n® 53 , qui a 
pour équation r^u* = r'z* — z* , se tourne autour de Paxe 
des z, c^est-à-dire autour du diamètre (dont la longueur 
= 2r) du cercle appartenant à la courbe (fîg. lo). 

On trouvera que le volume du corps de révolution ainsi 
engendré est la cinquième partie de la sphère engendrée 
par la rotation du cercle appartenant à la courbe. 

Problème 2. Supposons qu'une parabole ordinaire se 
tourne autour de la tangente AH au sommet (fjg. 9). un 
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a ici II = — ; on propose de trouver l'équation du corps 

ainsi engendré , puiâ soil volume coinprîs entre js = o et 
«=:AH = /, et de le comparer avec le cylindre engen- 
dré par la révolution du rectangle appartenant , AM , au- 
tour de AH. 

On propose de trouver les mêmes choses, lorsqu'un 
cercle, une ellipse ou .une hyperbole se tournent autour 
de la tangente au sommet. 

Problème 3. Supposons qu'un cercle, dont le rayon =r, 
se tourne autour d'une droite située au dehors de la cir- 
conférence et éloignée du centre de r-^ %. On a ici. . .. 

u = &-f- r + (r' — jc*)* ; on propose de trouver l'équation 
et le volume du corps annulaire engendré de cette kna- 
nière. On propose de trouver les mêmes choses pour une 
parabole, une ellipse et une hyperbole. 

82. Nous venons de voir que la cubature des corps de 
révolution dépend d'une seule intégration > par rapport 
à l'une des deux Tàriables indépendantes; de plus, il 
suit du n^ 80 que, par une telle intégration simple, on 
parvient a la cubature de tous les corps dont les sections 
parallèles aux plans coordonnés sont des courbes dont l'aire 
se peut exprimer sous une forme finie. 

Le lecteur aura donc ici une bonne occasion d'augmenter 
ses connaissances Aes corps , en examinant soigneusement 
les corps de cette nature , par l'équation donnée , à l'aide 
du n* 77 , et en cherchant ensuite leur- volume par le 
n»8o. 

Pour l'aider dans ces recherches, aussi utiles qu'agréables, 
nous ne proposons ici qiip le^. corps dont l'équation est de 
la forme 

Dans la hauteur indéterminée^, la section parallèle au 
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plan des xy est une ellipse dont les. demi-axes sont 


[/(^)]" ^t [/wr 


et dont l'aire est (73) 

Le Tolnme de ces corps est, en conséquence (80), 


^fiz.fiz). 


En faisant, par exemple , f(z) =s r* — c'jc% on 
le corps considéré n® 80 , exemple II / oii toutes les 
tions principales et secondaires sont des ellipses. 

L'équation la plus générale des corps dont les sectiom 
parallèles aux plans coordonnés sont des elUpaeSy est de 
la forme 

oii II, i/j u" sont des fonctions de z. Uellipse formée 
par le plan coupant parallèle au plan coordonné des xj 
a pour ses demi-axes 

I * 

«^ V i ^ ..«^ V ft 


(?) « (ï) . 


et pour l'aire , — ^ — ; • Le volume de ces corps est donc 


{u.uy 


(u.i/r 


On peut déterminer les fonctions Uf t/, u% de 
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qae les sections parallèles au plan des jrz, <m a celui 
des xz , soient des courbes données. 

Soit, pour en rapporter un exemple, usm* , u'=i(m"— z)', 
u'^u^fm — zy. On obtient ainsi l'équation 


m 


^z = — 2L 


II 


(r* — âr»)* 


qni appartient m cainr-conoïde que le géomètre Wallis a 
examiné le premier. La 6gure du corps répond tont-à- 
fait à sa dénomination ; il a , lorsque x = o , pour base 
un cercle du rayon =r, et il est terminé dans la fau- 
teur s = m par une ligne droite. Les sections parallèles au 
plan des jrs sont des lignes droites; par oii l'on voit que 
ce corps peut être regardé comme engendré par une droite 
qai, sur la circonférence d'un cercle, se meut parallèlement 
an plan des jrs, pendant que l'autre extrémité de la droite 
s^appuie sur la ligne droite parallèle au cercle dans la hau- 
tear = m. 

Le volume, pris depuis zs=o jusqu'à z = m, est la 
moitié d'un cylindre de la même base et de la même hauteur. 


De la Quadrature des surfaces courbes. 

83. Désignons par s la portion de la surface courbe au- 
dessus du parallélogramme AM (fig. 18} dans le plan des 
xj\ il est^ clair que , s étant une fonction de x et ^, 

êkS 

la portion au-dessus de PM' sera égale à — Ar, celle 


ùs 


au-dessus de QN sera égale à r^ AT» ^^ eo&n la surface 


AV 


courbe au-dessus de MN' sera égale a t— — AxA^. {Corn- 


porez n" 79.) 


ùxàjr 
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Menons en R un plan tangent à la sorface conrl 
les quatre plans menés par MlVl', MN, NN'eiM'N'j p^ 
pend i cul airement au plan des xjr , couperont un paralli 
logramme sur ce plan tangent. Formons ^ de plus, mja,a 
triangle ayec les points R, S, R^, situés dans la surÙL<x 
courbe, et de même avec les" points S, R', S, un antr^ 
triangle ; la diagonale SR' sera alors le côté commun <}e 
ces deux triangles. Entre le plan tangent et les quatre 
côtés de ces deux triangles se formeront ainsi, sur les quatre 
plans menés par MM', MN, NN' et M'N^ deux (rapëseï 
et deux triangles, que nous appellerons pour un moment, 
pour abréger , les quatre pans* 

Cela posé , il est clair que la portion de la snrface que nous 

avons exprimée par —— AxAt* , est plus petite que k 

parallélogramme dans le plan tangent » plus les quatre puu* 

et qu'elle est plus grande que la somme des deux triangletRSB.' 

et SR'S'. Or, la projection du parallélogramme dans le plan 

tangent, sur le plan des xjr, est = Ax. âijr, 

âz 
sur celui des:rz, =s àx T"V=Aj:.y.^(«]6), 

et sur celui des jrzj •= ^Jr,J'^x^si^.p,^x, 
Donc le parallélogramme, compris dans le plan tangent est 

= aj:.A7-(i +p^ + q'^y. {Vojrez n* 77.) 

Les projections du triangle RSR^ sur les trois plans 
coordonnés des xy^ àesjrz et des â?z, sont respectivement 

^. f (M'R'-MR), ^(NS-MR),, 

et les projections de l'autre triangle RSS' sont de même 
égales respectivement à 
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^fL^, ^(N'S'_NS), — (lî'Sr-M'R'). 

2 2 2 

En y substitiiant, pgur MR, M'R'*, NS et N'S', leurs 
▼aleurs développées au n** 78 , on obtient > pour la somme 
des deux friang^^ BSR' çt R'SS', 

ou •^4kX^j' représente la somme de tous les termes dans 
lesquels ^, A^, ou àJC^Ay passent le premier degré. 

Enfin , quant aui: quatre figure^ que i^ous avons appelées 
plus haut ls$ qiiatre pans , on voit aisément que les deu^ 
triangles, aussi, bien que les deux trapèzes dont ils se 
composent . s'exprimeront par de$ puissances de Axet.àjTf 
supéri^res à .{a premièf'^9 savoir, par les produits des pro* 
longemens des ordonnées, entre la surface CQurbe et le 
plan tangent (aS). Nons désignerons, par conséquent^ )!aire 
de ces quatre pans par -^'àxAjr (d'après le n® 76). 

On a- ainsi 

~>(?+i'*+?r+4 et ^<(,4-p» 1 ?r ++'; 

de là, comme au n^ 7g, 


dxdjr 
ou 


= (!+/»* + ?•)•, 


d'^ss dar . 4r( I +/?^4.^») * =(d jr\ dJ^^-d8^ dj*+d*\da*)% 

c'est-à-dire que la différentielle de la surface courbe est 
%de à la racine quarrée de la somme des quarrés du 
produit des différentielles des trois coordonnées, prises 
deux i deux. 
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On a par conséquent à intégrer 

en prenant d'abord la première intégrale 





entre les limites j^^ + ï* et J^ = — m (puisque Péqua- 
tion des corps de révolution donne u' =J^ pour x=o}| 
on obtient, eb doublant le résultat , a^r. 
. , Iffi apooffide inti^ralei k laquelle la. qmuJra^HDe 4o^l« s«r- 
^Q^ 4f^ fiq^ps ^e : irévplatipu* s« réduit , ^^ e^^ ^nsfiqu^noei 

Cest au moyen de cetler'ibmàttlè^fltt^oii troutëra k sur- 
face courbe de tous les corps de révolution. Voici là-dessus 
quelques exemples. 

Exemple I, Soit n ^^ 4a -^/S (voyez n" 8i , exemple 1); 
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^e là -r- = «. L'intégrale de la surface courbe au cône 

droit est donc 

I 

1 1 

= tf9r(i4. *•)*.«• + a/8sr(l +«*)*.« + C. 

Supposant la surface nnUe au sommet du cane, ou z =: , 

iSV - 

CD a G =3 — (i-^«*)^, d'ob l'on tire pour la sur&ce 

du eOne prise depuis le sommet jusqi:^ la hauteur 2^ 

V • 

1 

c^est*à-dîre que cette surface ' est équi va tente à la moitié 
du produit de la circonférence du cercle servant de 
base, par un côté du cône; ce qui û$t déjà 'COnnu par les 
élémens. 
En faisant 18 = 09 on 1^. pour la surface 

Exemple II. Supposons qu'une ellipse se tourne autour 
de l'un de ses demj-axes,,^ue.^ous désigD,erpns p^ « et 6» 
(Foyéz n® 81 , Qxeraplé JI.^ En regardant, pbaqi^e fois l'axe 
des z conmie Vaxe de réTolution , on a, dans le cas de 
la rërolntion autour de a. '^. .v 


i •' 


b • - di£ — — bz 

i5, . 
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l'intégrale de la surface est donc 


a 


- f{a^ — a-z' + b'z^ydz , 


ou, en mettant a^ — 6* = c', 

= ^ fdz{a^ — c^zy (65) 
= -^ (^ - ^'«') + -7- . arc (^sin =:^J + C. 

En prenant cette intégrale depuis z^ o jusqu'il 2= -fa, 
et multipXant par 2 , on obtient pour la surface demandée 

2îrft'H .arcfsin =-). 

c \ aj 

Biais si l'ellipse se tourne autour de l'axe 6, on a 
a ., . -- i du — a« 

l'intégrale devient , en mettant a^ — 6* =r c', 
^ /(!*(*♦+ c»*r [65, (B)] 

1 

[en faisant, d'après le n* 63, (ft*+c»»»)^ = — cjs -|- <, 
et remettant ensuite la râleur de <, en s], 

= ^ »(M + c'»*)^ + —.' log [« + (*♦ + <-*')T 4. c. 
, En prenant cette intégrale depuis x = o jusqu'à s=: -f- a ^ 
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et multipliant par 2 , on obtient pour la surface cherchée 

Dans l'une et Pautre de ces deux expressions de la sur- 
face» le second terme devient -, lorsque a^b ou c=so, 

o 

et reçoit alors pour vraie valeur {vojrez n^ 35^ exemple I, 
et jk^ 3jf exemple III ) 2flra' ; donc^ la surface de la sphère 
du rayon =a devient ^a^, ainsi que nous avons déjà 
montré n^" 83. 
Exemple IJL Pour le paraboloïde {vqjrez n® 81', pro- 
i) , on a 


r 4 , du £• 
^ dz \ 

2Z 

L'intégrale de l'aire de la surface courbe est donc 

p^^fdz{p+/izf='^ip+/izr^c. 

Supposant l'aire = o , au sommet , il vient C = ^ ^ ; 
donc y l'intégrale déterminée deyient 

Quelle sera la valeur de la surface, depuis z = o )us- 
qu'à zss-^y et quel sera son rapport à celle du cylindre 

4 

fui a pour hauteur l'abscisse z,et pour base un cercle dont 

Je rayon est égal à l'ordonnée de la parabole génératrice? 

Exemple IV, Supposons qu'une hyperbole; qui a pour 
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^ -S. 

équation m = - (z' + aaz)', se tourne autour de son demi- 
axe a. 

L'équation du corps ainsi engendré est déjà donnée n" 8i r 
proMëme 1. L'intégrale de la surface est 

oi c' = a* -f- 6'; on pourra intégrer cette expression par 
le n* 63. 

Exç:inple /^. SoîJ 1/=;- z(r» — z')*. {Vojez n? 81, 

probiëme i.) 

On obtient , pour l'intégrale cherchée de la surface , 

^ /zdz(2r4 — 5r»z' + ^y. 

5 

En y faisant z' = < + 5 /^, il vient 

o 

On exprimera cette intégrale , ou par des logarithmes y 
d'après les n®' 63 et 65^ ou' par le moyen d'une série ,^ 

d'après le n** 6<j , çn développant le radical r^+ 4^' ) • 

L'expression de la surface des deux derniers corps de ré- 
volution ^ comme celle des corps dont nous avons enseigné 
à trouver l'équation et le volume au n^ 81 , étant trans- 
cendante , ne se peut obtenir algébriquement que par ap- 
proximation f au moyen des séries. Le lecteur fera bien 
de développer l'intégrale pour quelques-uns de ces corps.. 


i 


Wi^e la Différenciation des équations implicites . 
à deux variables. 


65. Nous avons traité, au commence ment du Calcul 
<lîirérentiGl, les équations esplicites à dmx lariables, 
«3ont l'une, savoir la dépen<I«Bte j' , se trouve seule A 
l'un des membrca de l'cquatiou (4) ; parloos maintenant 
»ie la différenciation d'une espression où les dcus variables 
^ et ;r se trouvent mixtes ensemble, c'esl— j-dire parlons 
(le ladiOerenciation d'une équation implicite à deux Ta- 
r Sables. 

Ou a, d'après le n" 6, puisque j' reuferme l'indé- 
pendante X, -, .,f 

Ay ._,.■:.... 

4r = ^ Ax =pAx^,,.. j.^,T 


'Jnctij 


et eo désignant par T une fonctîoi 
médiate de x, on a, d'après le n" 


immédiate de y et 


, - Ar 
i on obtient ^ et 


dY 


t du Calcul difiërentiel, et il s'ensuit en 
même temps qu'il laut diiïcrencier une fonction impli- 
cite de jr et de x, de manière à regarder _j' ot x tont-à- 
(ait comme indopendans l'un de l'autre. 

Désignant pour cela, tout généralement , une équation 
i deux variables x et ^ , par » ^ o , on a (d'après le n° 76) 
pour sa difiérentielle 

du . 
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On en tire, en divisant par dx et mettant p h Ia pla 

du ^^ du du 

dx dx 4r "" 

Exemple. Soit proposée l'équation x^ — j^'x — c = a-^ ^*' 
La âiffërentielle sera (n^ ii, 12) 

nxydx 4- x^djr — 3X^47* "^J'^dx = o, 
cm, en divisi^nt par ix et écriyaat p au lîeu de -r-^ 

TJQT + a:'/? — 2x;y — J"' = O' 

On yoît par là que la différentielle d'une équation il 
plicite de x et de j* prend la forme suivante , 

Pdx + Q4/=:o, OD P+Qj» = o, 

oii P et Q sont des fonctions de x et de j*. 

Pour la différenciation ultérieure de ia différentielli 
P "H Qp = o > <]ni s'appelle aussi la différentielle pi 
fnière, ou la différentielle du premier ordre^ on obser- 
vera qu'on aura;/? étant une fonction de x{iS)j 

dp = ^dx, 
. .Or, on a, P et Q étant des fonctions de x étjr{^f 

.dP«^dx+^dr et dQ=^d* + gJ<îr, 

ou , à cause de djr ^^ pdx, 

La différentielle de Féquation P -f Qp = o sera donc 
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c ■ 

après avoir divisé par die , 

dP , dP ^ dQ , dQ . ^ 

La forme générale de la di£Pérentielle de la différentielle, 
ou de la, différentielle seconde , (différentielle da second 
ordre) d'une fonction implicite de x et de j^, sera donc 

où P', (y, 0*, Q* renferment x et j. 
La différentielle seconde de Téquation considérée ci . 

dessas , 

sera , après avoir divisé par Ax , 

^J" + 4p(*-^.y) — aJ^' +?(*' — aay) sss o. 

On déduira de la différentielle seconde , la différentielle 
troisième, en regardant, outre j^ et p^ encore q comme 
une fonction de a: , et écrivant ^q-ssirèiX (i5). 

Il est aisé d'étendre ces considérations aux différen- 
tielles des ordres supérieurs , et l'on sera en état de déter- 
miner aisément leurs formes générales. 

Lg lecteur développera sans peine les. différentielles de 
Tordre troisième et quatrième de l'équation traitée ci- 
dessus, x^— ^jf — c = o; aussi propose-t-on d^ s'exer- 

oer, dans le même but, sur la fonction :r(x' -(-J'')* = ^* 

86. C'est d'une double «lanière qu'on peut dériver d'une 
Ration primitive à deux variables x et j^ , une équa^ 
tion différentipUe du premier ordre , c'est-4-dire une équa- 
tion entre x, jr, Ax et àj.- Premièrement , c^est la diffé- 
renciation de la primitive qui donne immédiatement une' 
équation différentielle, qu'on appelle aussi, pour cela, équa» 
tion différenUeUe immédiate (ou complète). Ce genre 
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(Véquations a été considéré au itumcro précédent. Secon- 
dement, en éliminant une constante entve l'équation pri- 
mitive et sa différentielle y on parvient paiement à une 
équation différentielle qu'on appelle équation différentieUe 
médiate du premier ordre. 

• Soit, par exemple , la primitive â^ — :çx'=i7^. La dif- 
férentielle immédiate en est 

a ''^ jr "-' xp Tàs bp* 

En éliminant entre ces deux équation» sucoessivement 
a et fri on parvient à ces deux équations différentielles 
médiates du premier ordre : 

bjr — x'^p = bxp et ay *^jr^ = axp^ 

En éliminant une constante entre une éqnattom diffé- 
rentielle médiate du premier ordre et sa différentielle, on 
obtient une équation différentielle médiate du second 
ordre, et ainsi de suite. 

Ainsi, en éliminant entre chacune des deux équations 
différentielles développées dans l'exempte précédent, et 
leur différentielle , les quantités a et ^ , on obtient l'équation 

équation qui est par conséquent l'équation différentielle 
médiate du second ordre de la primitive ax — xy=.bj. 

Cette équation primitive , renfermant deux constantes^ 
a donedenx équations différentielles médiates dn premier, 
et une du second ordre. 

De la même manière, une équation primîtivef renlèrmant 
trois constantes , aura trois différentes équations différen- 
tielles médiates du premier ordre, dont chacune renferme 
deux constantes ; trois différentes équations différentielles 
médiates du second ordre, dont chacune Renferme une 
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conslaute; et eniio, une équation différentielle médiate 
<Xa troisième ordre. 

Le lecteur prouvera sans dllEcuIté qoe le nombre des 
dilTérentes équations diOcrentielles médiates, dans les di- 
vers ordres , d'une équ.itian primitlre qui renferme n con^ 
bnles, s'exprime successivement par les coeflîciens du 
Jbioome de la puissance n (16). Oa propose au lecteur 
«le s'eiercec- sur l'équation ox' — Aj"" ^ '^^t o en ciier- 
<: liant les équations difTérenticUes successives. 

Il est à propos de remarquer qu'on peut obtenir sbt- 
le^haïup l'équatioa différentielle médiate, sans qu'il soit 
liesotu d'élimiuer une constante entre l'équation primitire 
et sa différentielle, si l'on différencie l'équation primitive 
Après avoir dégagé la constante qu'elle renferme, de sorte 
que la constante se trouve seule à l'un des membres de 
l'ojUBlion. C'est ainsi , par enemple , qu'on déduit de l'équa- 
^oa traitée ci-dessus ax — xjy^ùy, celle-ci : 


en difiëreDciant , il vient 


qy—jr'—axp 


= 0, d'où ^—y — axp^o 


également, comme nous avons trouvé ci-dessus, pour l'équa- 
tion différentielle médiate. Voilà ainsi l'équation difiîren- 
tielle immédiate cbaugée en médiate, en lu multipliant par 

le facteur — . Or, la séparation de la constante dans une 

àjoation primitive peut être regardée, en général 
imaible; donc, il est clair que tonte équation diffé- 
Ifntielle médiate se peut transformer en immédiate, eii l( 
Vnltipliant par un facteur- 


J 
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Si dans une prîmitive, comme dans celle que nous aTC^'M 
traitée n** 85, x'^y — y'^x^szc^ la constante qui se trout ^e 
déjà tdégagée , disparaît par la différenciation , UéquatL ^n 
différentielle immédiate est en même temps FéquatL^cm 
différentielle médiate. 

Voilà donc établies, par ce qui précède, ces deux pr ^ " 
positions : premièrement, que toute équation médiate pee nt 
être changée en inmiédiate par la multiplication par ^^nn 
facteur ; secondement , que toute équation inunédiate p€— u* 
être regardée comme une médiate dont le £scteiir est oo^^ns- 
tant; c'est pour cela qu'on appelle toute équation dil^Kè- 
rentidle médiate, par préférence, équation diffërei 


Intégration des équations différendeUes immédi 
à deux variables, du premier ordre, 

87. Une équation différentielle à deux Tariables â: et Jj 
du premier ordre, s'exprime, en général, comme nc=^us 
avons Yu au n** 85, ainsi : 

Pdx + Q4r = o. 

Nous pourrons donc exprimer une telle équation difl^^^ 
rentielle , si elle est immédiate , par 

Pdx+ Qdj- =dM, 

où u représente la fonction primitÎTe de â? et / ^ dc^ '^^ 
Pdx -f- Qc[^ est la différentielle. Gomme la diffSrenciatî'^^^ 
de la primitive u, à ce que nous avons vu au n* 8 ^^^ 
s^effectue en y regardant xeijr comme tout-à-&it indép^^ ^ 
dans l'un de l'autre, il faut envisager u conune mie ibi^ ^ 
tion de deux variables x et jr, indépendantes entre ell^^ ^ ' 
et l'on aura d'après cela, comme nous avQUS prouvé 
n** 76, pour les équations de ce genre. 


i 
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pidnièrement , -r- ^ P y -i— =i Q ^ 

^ j , d»i£ d»ii dp dQ 

et fleoondement, -r-i- = -; — î- , ou -t— = t^« 

dxdj^ dj^da? djr dx 

Cette dernière équation seryira aussi h. reconnaître si une 
équation différentielle proposée est ou non immédiate (76). 
Quant à l'intégration de l'équation 

Pdx + Q«lr = dM, 

<Mi a Sabord 

u = fVix + T , 

oii l'intégrale ne se prend que par rapport à x, Y tenant 
Xiea de Im constante arbitraire qu'il faut ajouter à chaque 
intégrale (67) | et qui renferme ici la Tariable j*. En dif- 
^^Areodant cette expression par rapport à^ (76) , il vient 

Au_ AfVàx dY 
^Qj puisqu'on a, d'après ce qui précède, ^ ^=: Q, 

delà 

dT_ d/Pd» 

^ (en int^irant par rapport à j^) 

d/Pd«\ 


T=M<î-î^, 


^ Pexpresâon dans la parenthèse, Y ne renformant que j^ 
^ ^ étant r= P, ne peut contenir que^. 
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On obtient donc pour l'équation primitive cherchée, 

(On voit d'ailleurs qu'il rcTient au même d'ajonter la 
oonstante arbitraire après la première vnt^ration par rap- 
port à X, on après la seconde par rapport k j:) Or, on a 

dP_ dx _ àx _ ^ ^ d'/Pdj 

4r"" 4r ~ 4r ~ ^"^ ' ' àx^ 

j d/Pdx 

On a donc 

, d/Pdar d/Pdjp 

dP 4r dP , "* "IT" j 

^ dx AX àx 

ou enfin , en intégrant par rapport k x ^ 


rdPj^_ d/Pdj? 


On peut, par conséquent, exprimer aussi l'intégrale char* 
chée par 

u =/Pd* +rijr(q -f^ dx) . 

Voici quelques cneemples sur ce que nous venons de dire. 
Exemple /. Soit - dx + ^^- 1 — - Ajr = o. On a ici 
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il Tient 

dP_dQ_--^ 
"S^ àx jr^' 

Uéquation proposée est , par conséquent , une différentielle 

immédiate. On a, de pins, 

I 

J j ^r' 

donc , 

L'intégrale cherchée est donc 

S + i + C, au ^:^c. 

£««»pfc //. Soit 25y^iii£*: = „. 

Ob a 

P=— ^-7, Q^ — 


On troQTe 

dP_ — 2jy dQ 

Or, on a ■' .... - , ; 

/Pdx =: arc (sin = ^ (n" 64, 66)»: 
d/Pdx _ ♦^a:» ^ d/Pd;c 

donc, Y £ss c. (J^4r«» ii»8.) 
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L'intégrale cherchée est , d'après cela , 


= arc f sin = — j. 


Le Iflctear s'exercera encore sur les exemples saWans : 
Exemple III. - ^^^fl^ ^o. 

Exemple IF. (^ + ^ )d^ + ^T^T ^ ^, 


xix •_.("• ^ 


] 


Exemple V. j +4^1+ 

Intégration des équations différentielles médiates à 

variables, du premier ordre. 


88. On pourrait intégrer toate équation di£E8rentieE'^fl 
médiate du premier ordre , si l'on savait trouver le fii^i^c 
teur qui la change en immédiate (86). Mais il est, en 

général, impossible, du moins d'après ce que nous ayo^^siis 
exposé jusqu'ici, de trouver ce facteur. Pour s'en cc^amth' 
vaincre , désignons par z le facteur appartenant k l'éq^i^a- 

tion Pdar + Qàjr = o ; l'équation par laquelle il fiind i a it 

alors chercher z, serait 

a^ =t^' ,.. 8,,, 

ou développée > 

Cette équation di£Férentielle| qui contient , outre a^ i / 
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«t z,«iioore les d«ax ooefficiens différentieb partiels de s (76), 
est du nombre des équations k trois TariaUes, dont il ne 
s^agira que pins bas , aux n^ 100 et loi. 

Il ne reste qu'nlie seule voie pour Pint^ation des équa- 
tions différentielles médiates, c^est la séparation des Ta- 
Hables ; mais cette séparation ne saurait s'effectuer que dans 
le cas o&y dans l'équation Pdx 4-Qd^=o^ P, aussi bien 
^neQi est un produit de deux acteurs , dont l'un ne 
renferme que x et l'autre j'y c'est-à-dire quand. l'équa- 
tion différentielle proposée est de la forme 

XYda: + X'Tdj- = o , 

où X et X' ne contiennent que x , et T et Y* ne con- 
tiennent que jr. 

En diyisanti dans ce cas/ l'équation par YX', on ob- 
tiendra 

X Y' 

^dx-|-Y-d^s=:0. 

Cette équation , oii les variables sont séparées , est inté** 
Igrable par la première section du calcul intégral ^ qui 
traite les équations différentielles explicites à deux va- 
riables. 

Exemple, Soit à intégrer jrAx — xAjr*^o, Divisant 
par j'Xy il vient 

Ax àj 

X ~ jr "~ ' 

i*int^ale en est 

X 

logar — logj^sslogc, ou log- = logc, 

X 

ou - = c, ou encore x saçr. 

y 

Une substitution convenable sert aussi souvent i donner 
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à une équation diKrentidle la forme indiquée ^ sous la- 
quelle la séparation, des Tar labiés devient possible. Noue 
ferons voir, dans ce qui suit, pour quelques formes des 
équations difi^entîelles , les substitutions nécessaires. 

Forme première. Si, dans Téquation Pda:-f-Qd^ = o, 
P et Q sont dei$ fonctions boraogënes par rapport à ar et j^, 
d|i de(^ré m, par exemple^ il faut faire jr=ix.z, d'oii 
l'on ,tire 4/ = xdz+zdx. On parvient par là k l'équation. 

af^Zdx + x^ZXzdx -f" a:dj8) = o , 

oit Z et Z' désignent des fonctions de z. Divisant par :rr"^ 
il vient 

(Z H- Z'z)dx + Z'xdz es o. 

On effectuera maintenant, en divisant par ^•(^+Vz)^ 
la séparation des variables. 

Exemple, Soit proposée l'équation homogène du seooUi 
degrés 

^kayix + (jr^ — x*)^ = o. 

I 

En mettant jr=zx»z et 4/' = ^à* + ^^9 et ditisac^t 
ensuite par x^, on aura 

jB(i-f ;ï')dar4-a:(z»— .i)dz = o; • 

de là, en divisant par xz(i +z^) , 

dx __ I — z' - 

ou, d'après le n® 5g, 

da; dz axds 

a: z 74-7'' 

On obtient donc, pour l'intégrale, 

Iqgx = logz — Iog(i 4- z^) «f* loge , 
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ou ar=: — - — r, ou, en remettant - à la place de z. 

Forme deuxième. Si^ dans l'équation 

àjr + Pjràx = Qdx , 

P et Q ne renferment qa^e x, on mettra j^=zu,z; donc, 
^T^sssudjZ + ^d^) oii u et z sont des fonctions arbitraires 
^e X, On obtient 

udz + zdu -f- ^uzâx ï= Qdx. 

Mettant dans cette équation udz -f- Puzd:r =0 ^ on aura 
«lussr zdu = Qdor. De la première de ces deux équations 
oa tirera , en séparant les variables ^ 

- - + Pdar = o , 

z 

^'où 

logJ8 = — '/"Pdar, ou z=ze'^'' '. 

dette valeur de z substituée . darn3 la seconde équation 
zdu:=zQdXy il vient 

e"*^"' -^dw = Qdr, 
rfoi 

ii = //^'^.Qdac+C. 
De Ik on tiré enfin ' v 

jr=:uZ=:.e'^^^{fe^^''.qdx + C). ' 

. On voit aisément qu'il n'est besoin que d'ajouter une cons- 
tante à la seconde intégrale qui donne la valeur de u, 
^insi qu'il a été fait ci'^dessiis. Si l'on voulait donner. 
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une constante aussi k la première intégrale > on aurait 

1 

ou 9 en mettant G =: e ,0% ' 


^o c 


de là I à cause de e •« = i , on tomberait sur la même 
expression de jr que ci-dessus. 

Exemple. Soit à intégrer ijr +'^da: = a:"da:. On a ici 

X 

P = ^, (X = x^, donc /Pda: = r~? == log«, 


^logx :r 


de là 






Voici encore quelques problèmes qui serviront au lec- 
teur pour l'application de ce que nous venons d'exposer 
dans ce numéro. 

Pfobïhme i. Soit à intégrer 

{a + mx -^ njr)Ax + (n' + m'a: -f n'j-)dj- == o. 

On fera d'abord xa=« + /,^ = j84-M} en mettant en- 
suite 

par oii l'on pourra alori^ déterminer « et iS, on parvient a 
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xine équation homogène , sur laquelle on opérera d'après 
la forme première. 

Dans le cas où « et fi deviennent tous deux infiois, ou, 
ce qui revient au même, si mn'zs:mn\ il faut recourir 
a l'équation différentielle proposée , qui devient alors 

aàx + ^'àjr + {mx -J- njr) Tdar -\ àjr\ = o. 

On y séparera les yarîables , en faisant mx -1- 7t)^ = z. 
Problème 2. Soit à intégrer 

où P) Q» R ne renferment que x. 

Après avoir divisé l'équation par Vj^, on n^ettra. . , 

= z. On parviendra ainsi à l'équation traitée ci- 
dessus {forme deuxième)* 
Soit y par exemple 9 

Problème 3. On demande la condition pour que he fac- 
teur qui cbange une équation différentielle médiate en im- 
Xàédiate ne contienne qu'une seule des deux variables 
^ et j^. 

On a , dans l'équation rapportée au commencement de 
^5e numéro, 

*^ 4r "" ^d* ~ ^\dx "" 4?> 

*^ns la supposition que z ne contienne que x y — = o ; 
Jonc, 


z Q \cJr àxj 
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L'expression 7^("j j^) ne doit, par conséquent , 

renfermer que x. 

Quelle sera la condition pour que 2 ne renferme que jtl 
On se servira j pour l'application, de Féquation dé)i 

traitée .plus haut , 

ij + Vjràx = Qdx. 
. Problème 4* Soit proposé de déterminer, dans l'équAtion 

- - « 

P, qui est une fonction de x, pour que l'équation devienne- 
une équation différentielle immédiate, par le Cactenc-* 

: — r-'r'T t où « et /9 ne renferment que x. 

Donc, dans cette hjpotliëse, l'équation 

4r , (qr'+P)da: 


doit être une équation différentielle immédiate. 
L'équatio9 de condition 

d ' d .^l±Jt 

dx dj" 

(i;q7^ez plus haut, au commencement de ce numécci) don 
développée et ordonnée suivant j" (76) , 


o 
de là 


=Ë-«'+(k+-)'> 


d« ^n dâ 

— ^P = 0, — +a*=:o. 


da? 'do: 

JJe la seconde équation on tiré 
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« = — i ^ d'où ~==_i^ 
a d^ dx a dx* 

Cette yaleur , substituée dans la première équation , donne 
^équation 

901 détermine P seulement par fi. 

Soit, par exemple, fiz=z^^ us=3C*; donc, i3=:e ; 
^o trouye 


P = — -'jw::»-" (iix« + n— i). 


l-**éqiiation 


ijr + a/^dar = - x»"''(nx» + n — i)dx 
change, par conséquent , par le £BM)teur 

^n une équation différentielle immédiate, dont le lecteur 
'pourra trouTcr l'intégrale par le n? 87. 

'i)es Équations différentielles à deux variables, dupre^ 
mier ordre, dans lesquelles les ' différentielles passent 
le premier degré, 

* I ■ ■ 

' ■ 

89. II arrite souvent que, dans les équations différen.* 
Nielles du premier ordre , les différentielles passent le pre- 
mier degré. Voyons d'abord,, dans un.çxemple, comment 
les équations de ce genre se forment, également que celles 
tque ïious venons de considérer, par l'élimination d'une 
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quantité constante (86). Soit Téquation primitive 

dont la différentielle 

ad^(^ — c) = 3 — dx, on 2p(/- — c)= — ; 

en éliminant c entre les deax équations, on obtient l'équa- 
tion différentielle 

La méthode pour l'intégration des équations différen- 
tielles de cegenre.se fera connaître plus clairement par 
l'exemple suivant. 

Soit donnée l'équation 

dj"' — «*dar» = o; 

on peut la mettre sous la forme suivante : 

{^ — ûdJ?).(d7" + aàx) ts= o. 

En égalant à zéro séparément chacun de ces deux fac- 
teurs et intégrant^ on trouve 

. Chacune de ces deux. intégrales, satisfaisant à l'équa* 
tion différentielle proposée et renfermant une constante 
arbitraire, sera donc l'intégrale de l'équation différen- 
tielle proposée. £n différenciant le produit de [ces deux 
intégrales , savoir , 

( j" — or + c) tr + ûor + c') = o^ 
on trouve 
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€>s=(àjr — adx)(j'+ax + c) + (àjr+aêix)(jr'^ax + c)f 

et en éliminant, entre ces deux équations, Fane d^es deux 
constantes c et c\ Pautre disparait en même temps, et 
l'on arrive, par cela, successivement aux équations 

Sjr = adx et dj* = — adx , 

âont chacune y élevée au quarré , sera l'équation diSeren- 
't^ielle proposée. Ainsi le produit indiqué satisfait, à la 
mérité, à l'équation différentielle proposée, mais seulement 
parce que l'élimination de l'une quelconque des constantes 
^it en même temps disparaître l'autre constante ; il ne 
saurait donc être l'intégrale demandée (86). 

On étendra aisément ces considérations aux équations 
différentielles, où les différentielles se trouvent à un degré 
quelconque. Soit tout généralement n l'exposant le plus 
élevé des différentielles dans une équation qui , après avoir 

divisé par da:" et vais p à la place de -p, sera représen- 
tée par 

/.« + Pp»-' + Qp-« + . . . + U = o, 

où P, Q. . . .U sont des fonctions de x et j". En résol- 
vant cette équation par rapport ap, et désignant ses ra^ 
cines par «, jS, y..., on obtient, au lieu de l'équation 
proposée, 

ip —»)(p — fi)(p-'y) =o; 

l'int^rale de chacun de ces facteurs sera l'intégrale de*» 
mandée. Le produit des intégrales de tous ces facteurs sa- 
tisfait, comme on prouvera aisément, à l'équation pro* 
posée , puisqu'en chassant l'une des n constantes, les autres 
disparaissent par elles-mêmes. 
La méthode que nous venons de donner étant sujette à 
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toutes les difficultés que la résolution 4ea équatÎQO^ /ait 
éprouver, on emploie souvent avec succès quelques arti- 
fices particulier», mais qui lèvent très rarement tout— àf- 
fait ces diffîcuhés, comme on le verra clairement par 
ce qui ifiit. 

I. Soit, dans une équation différentielle, J seulement 
au premier degré , de sorte qu'on ait , en différenciant , 

oii Q et R ne renferment que x et /?. En y faisant 
dj* =5:/ic!ar , il vient 

(/i — Q)dar=Rd/î; 

on n'aura nuiîntenant qu'à éliminer/» entre l'intégrale* dé 
cette équation et P^quatîon différentielle propos^, pottp 
parvenir à l'intégrale àfistaxaiiAei 

Nous allons examiner en particulier deux formes des 
équations différentielles de cette espèce. 

Forme première. Si l'équation différentielle proposée 
e9t de la forme , 

o& P" est une fonction de p , on a 


iK.. 


dP 
dj* =pix + xâp + -r- d/? , 

< 

(dP\ 
X + — >dp, d'ofc Pon tire 

..i.dpz=:;Q, et en même temps of + t-™^- • 
U résulte de dp^tso que j»îrsc,«t Pon obtient par cela^ 
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en fulistitiiaiit dans l'équation proposée l'int^ale chercbée, 

G étant ce que devient P en y mettant c à la place de/?. 
Mais en éliminant p entre l'éq nation proposée et entre 

' + d^ = ^' 

on obtient aussi une équation primitive; cette équation, ne 
oontenant pas de constante, ne peut être Fintégrale 
cWcliée. Le rapport de cette équation à Fintégrale sera 
exposé de plus près au numéro suivant. 

Exemple. Soit j" — /la: ;= n(i +/^')*- On a 


De l'équation or + -r- = or -| ^ — ^ = o , on tire 


dP _ , np __ 

X 

, , P=T T- . 

On toit qu'il faut prendre ici le radical du signq néga** 
tif , parce que l'équation x -f ^- — ; = o , de laquelle 

la valeur de |i a été tirée , n'est satisfaite que dans cette 

apposition ; car il faut prendre le radical de l'équatÎQi^ 

-1 . • - 

proposée, savoir (i +/?*)*> du même signe partout le 
^icnl , dans notre cas y du signe positif. (Comparez n* 53.) 
La'^aleur de/?, substituée dan^ l'équation proposée^ donne 


r. 


jr = (n" — x^y-. 


254 DIFFÉRENCIÂTIOir DBS Jk^QifriOIl^ IMPLICITES 


OU enfin 


(/^4r + ^d/?) (i — — ï) = o. 


En prenant d'abord pAy + J'dp = Q , . d'qà . yp = c, et 
substituant cette valeur dans l'équation proposée, on a pour 
l'intégrale 

r' — acjp = o. . - 

En éliminant p entre i — — — j = o et l'équation pro- 

P J 
posée I on obtient 

équation primitive , maia qui difi^re de l'intégrale. \Voye% 
ci-dessus 9 (I) forme première.] 

III. Si une équation où p se trouve en puissi^nce iilns 
élevée était bomogëne par rapport à :r et ^, on mettrait 
jf zzzux y d'où 4?^=wdjp + ^dw» ou pd^x -^uAx -^^ xdM\ 
on en tire 

dx du 

on a ainsi 

/ *dtt Y » du 

*=c et jr^=zu.e'' 

Pour effectuer cette intégration, on déterminera, an moyen 
de l'équation proposée qui , après la substitution de ux au 
lieu de Xj ne renferme que u et /? , ou tf par Pf on p 
par u, selon que l'un ou l'autre sera plus convenable. L'éli' 
minàtion de p entre les deux valeurs de x et ^, ou entre 
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Fuoe «o Pautre de e» Tdenrs et TéqurtMia ipmpoeèc, 
damùem Pintêgrale dierdiée. 

Excmpie. Soitjp* — jqf^=:X', en fiaisuit jf^ux, il 
Tient 


ly* — p^= I , d'où II = /^ 

on a, par conséquent, 

L'élimination de p, entre cette équation et la proposée, 
conduit à l'înt^rale demandée. 

Des Solutions particulières et des Courbes enveloppantes, 

''g6;Nous avdns tù, n^ 86, que toute équation difié- 
rentiéUe du premier ordre peui être regardée comme For- 
mée par l'élimination d'ui^ constante entre, l'équation 
primitive et sa différentielle.' En désignant, d'après celai 
PéqttatKMi primitive par 

u = o, 

et sa différentielle 9 savoir , -rr- dx -f- t- 4^^ = o (n* 85), 

par 

o'seo, 

on formera l'équation différetitielle , que nous déaigne- 
HH» par 

", = o, 
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par la combinaison des équations u = o et u' = o. 
Regardant maintenant , dans Péqaatîon primitive , outre 
X et j'f encore c comme variable, on aura pour la diiFé' 
rentielie de la primitive 

g d* + ^4r + ^ de = o (n« 85). 

En mettant ensuite 

du 

d^ = »' 

Td'où il suit j- dx + -7- d^=:tt' = o J, et éliminant c 

entre les équations u = o * et ^=0, on obtient une noo- 
velle équation primitive que nous désignerons par 

f = o. 

Quoique cette équation , puisqu'elle ne renferme pas c, 
soit différente de la primitive 11 = 0, elle est pourtant, 
aussi bien que sa différentielle ( l'une et l'autre étant dé- 
duites de u = o et de —=0), correspondante avec l'équa- 
tion différentielle 11^=0 , déduite de i/=o et i/'=o, car les 
équations u=o et — :=o, 11 = et 1/^0 ont lieu* 

en même temps, d'après ce qui a été dit ci-dessps. On 
appelle communément l'équation primitive (^ = o la solu- 
tion particulière de la primitive u = o et de l'équation 
différentielle ii^=,o, puisqu'elle s'accorde entièremeut 
avec l'équation différentielle 1/^ = 0, sans être identique 
avec la primitive us=o, c'est-à-dire qu'elle satisfait bien 
à l'équation différentielle u^ = o , sans être cependant 
son intégrale. 
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Soit b frniiiTe 


jr — ex — i<i+cr = aw 
OÉiaid 

jr — cr — i<i+C)*=« = o, 


ds ne 

5ê ~ ~ * î* 

(I + cT 


Ob 

tire 

de 

da 
de — 

o. 


— Jt 


(f 

I 9 


(on ne pourra prendre le ndictl » dans cette Talenr de c » 
9^e dà signe négatif , ce qoi se Toit quand on remet c 

dtt 
€û "j- = o (wgrez n* 899(1), forme première)] ; en met- 
test cette Taleur de c dans Téquation m = o ^ on obtioit 

(71» — X^* 

En diffièfenciant cette équation , on troaTC 


P + 


(n*— «»)* 


^ substituant cette valeur dep dans Péquation u^eaoi 
^te obtient 

jr — (n» — «•)»=o, 
^aation qui est identique ayec l'équatiou (^ = 0. Donc , 

'Ajuation J^ — («* -^ «*)* = o , ou v = o, satisfaisant k 

"7 
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réquation différentielle ii^= o , est la solution purtiettlière 

de u :^ o et de u^=s o. 

L'intégrale du n** 89'[{i)> forme premiërei exemple] 

est Féquation primitive ici considérée u=0| aîttsi qoa 

l'équation différentielle proposée au numéro cité est l'équa- 

jp 

tion M^= o. Par l'élimination dep entre a:4" r- = o et 

l'équation différentielle proposée , nous ayons obtenu , au 

numéro cité^ la même équation, savoir 1^ = 0, que nous 

venons d'obtenir ici par l'élimination de c entre u =r o 

, du 

et -r- = o. 
de 

Dans toute équation diffiàrentîelle de la forme 

la solution particulière se pourra trouver parle fitcteur' 

Jp 
X '+' -j-s^Oj comme cela a été tout généralement prouvé 

au n® 89. 

Nous allons considérer maintenant les courbes corres- 
pondantes aux équations u = o, et v 2k o. 

L'équation u,s=o, qui résulte de u=o et de 1/^0, 
est satisfaite par l'équation 1^ = et par sa difiSk'entidle. 

Il suit de là que les valeurs dej9 =^, tirées des deux 

équations u = o et i» = o sont nécessairement égales entre 
elles pour la même valeur de â?. Il en résulte , d'après le 
n^ 4^, que les deux courbes, dont les équations sont usso 
et vz=:o, auront aussi la même tangente pour la même 
valeur de x. Or, la valeur de p tirée de vssso satis&it 
à la valeur de p tirée de » s=so , pour chaque valeur dec, 
parce que cette lettre n'entre point dans l'équation 1^=0. 
Donc, les courbes uc=o e( usno ont pour chaque Va- 
leur de c, suivant laquelle se changera aussi la ooiirbe 
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ii==o,' la méine tangente, c'est-à-dire que toutes les 
ooxirbes engendrées par le changement du paramètre c , 
ont un point de commun avec la courbe 1^ = 0, et la 
même tangente à ce point. 

On en tire ces deux conséquences : Premièrement , on 
peut s'imaginer que toutes les courbes contenues dans 
Vêqaation u == o forment, par leurs intersections , la 
courbe dont Péquation est (^ = o. Cest par cette raison 
que la courbe dont l'équation est 1^ = s'appelle la 
cmrbe limite, ou ]& courbe enveloppante; les courbes, 
au contraire , contenues dans l'équation u =^0 , s'appellent 
les courbes enveloppées. 

Secondement, si z/ = o représente l'équation de la ligne 
droite, les lignes droites formées par la variation du para- 
mètre seront elles-mêmes tangentes à la courbe correspon- 
dante qui a pour équation v=zo\ ou bien, l'équation 
d'une courbe est la solution particulière de l'équation de 
ik taiigeAte; doâc, toute coùrbe est la courbe enyeloppante 
de »a tangente. 

Dans l'exemple considéré ci-dessus , l'équation 1/ = o ap- 
partient à une ligne drdite, et l'équation (^ = o à un cercle. 
Ce oerole sera donc, dans chaque point, touché de l'une des 
droites qui résultent de u = o par la variation de c, 
on le cercle a chacune de ces droites pour tangente, ou les 
lignes droites forment , par leurs intersections, le cercle. 

Bans une équation primitive proposée, contenant, outre 
' et j^, encore c et ^(c), on peut aussi déterminer la 
iNKftioa indéterminée ^(c), de manière que l'équation pri- 
Qutife appartienne à une équation particulière donnée, 
l|tn>ir ; Féquation primitive et la solution particulière ayant 
pour la même valeur de :r et j^ le même p, on n'aura qu'à 
^der lest . valeurs qu'on tire de ces équations pour jr 
^t p« Les deux équations obtenues par là , après en avoir 
^l^sssé^y ponduiront à la 'détermination de f(c). 


• • 


26o INTÉGRATION DES ÉQUATIONS IMPLICITES 

Soient données^ pour exemple, l'équation primitiTe 
u = o = jr — ex — f (c) , 
e^ la solution particulière 

^ + a:* =z= n*. 
On a 

jr = cx + ç(c) = (n* — a^y 
et 

— X 

de la seconde équation on tire 


in 

1 > 

m 

tire 


'^nc 


(I + c')' 


(i;(>^ l'exemple considéré au commencement de ce nufnéro}} 
substituant dans la première y on trouve 

La ligne droite , qui a pour solution particulière 
l'équation du cercle ^* + ar' = n», aura donc pour 
équation 

jr-^cx — n(i 4- c')* = o, 

la même que nous avons trouvée ci-dessus. 

On voit clairement qu'une solution particulière proposée 
appartient à un nombre infini d'équations primitives ic=o, 
ou que l'équation (^ = o résulte d'un nombre infini de sjs- 

Soit r^ardée miaintenanti pour exemple, l'équation diL^ 
cercle jr* +x^ z=: n^, comme la solution particulière pro-^ i^ 
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posée (par laquelle nous veuoas de déterminer l'équation 
de la ligne droite, comme la primitive correspondante 
u = o). On se propose de déterminer la primitive corres^ 
pondante 

M = o = ^' — ca: — ç(c). 

On a , d'après les règles précédentes , 


et 


P = 


I I i 


d'où 

n* — x^ '=icx -^^ ^(c) 
et 

-r ; = -« ; — — --, ou n» — a:* = car + ^(0 

Ji» — «' 4[^a: + ç»(c)J' ^ rv / 


et 


c' 


ar* — — • 

de la seconde équation on tire j: = db -; substituée dan« 
la première > il vient 


c* . c* 


n* — y=db- + <P(0; 


^oii 


c' c» 


ç»(c) = n» — j:^:-^ 


Ou a donc 


• . f ^ u. ^ 

4 a 
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Si Fou en cherche, d'après le procédé exposé an coiia'-' 
mencement de ce numéro, la solution particuliëre^ «O*^ 
Toit qu'il faut prendre le signe négatif. La primîtifecher'— 
chée, ayant pour solution particulière l'équation du cerol^ 
proposée > sera donc 


c* 


j4 = cx + n^+ j. 

D'après cela , une valeur déterminée de Xy pour lat— " 
quelle l'équation primitive usszo donne la valeur oorr^^^ ^ 
pondante de j'y indique dans les courbes enveloppées ««'vn 
point qui est commun à deux courbes enveloppées covx — 
sécutives l'une à l'autre. 

L'équation u^sss Oj qui appartient à toutes ces oourl>^^^ 
enveloppées y ne peut indiquer la différence de ces cour! 

que par la valeur de i? =: ^ pour le même point , pai 

que c n'entre plus dans l'équation; ou les différentes cour] 
enveloppées, dont l'équation différentielle est ii^=o, 
peuvent être différentes entre elles dans un point , savol 
pour la même valeur de x et de j", que par rapport a 
Donc, pour trouver l'équation de la courbe qui joint toxx^ 
ces points, c'est-à-dire pour trouver la oonrbe «atislof 
pante^ on n'aura qu'à différencier l'équation u^ = o p^i* 

rapport à /?, et éliminer/? entre m^:=o et — '=o,px'^> 

cédé tout-à-fait égal à celui par lequel on a déduit ^' 
dessus l'équation de l'enveloppante i^ = o de VéquatÎQfm ^^ 
la courbe enveloppée utsso. 

Nous appliquerons snr-le-champ cette méthode pour trou- 
ver la solution particulière d'une équation différenlî^"^ 
w^=ro à l'exemple suivant. 

Soit M = G i= 2Xj'p 4- 'î' — J'^ + J^'p*- 
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On a 

— ' = ^xjr + arV?. 

Oe -T^ s= • on tire = . Substituée dam usa^ o. on 

obtioity pour la solution particulière cherchée, 

Péqnation d'un cercle. 

lie lecteur s'exercera encore sur les problëmet suivans. 

Probibme i. On propose de trouyer les solutions par- 
ticulières des équations primitives suivantes : 

^=car + fl[(i+c*)» — c], 

jp*— ^cjr — c* — û' = o. 

Probjhme a. On propose de déterminer ^ pour la so- 
'^tion particulière 

1a fonction ^(c) dans l'équation primitive 

X^ — 2^7* + f (c) = O. 

Le lecteur fera bien de construire pour ces problèmes , 
<»mme pour les suivans, les figures correspondantes. 

Problème 3. Soit à trouver la solution particulière de 
^équation différentielle 

ar» + !ixxp + (n* — or'Jp' =5 o. 
Probtkme 4- Soit donnée la solution particulière 

jr^ 55: ax. 
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On se propose de trouTer l'éqoation primitite correspoir* | 
dante de la forme 

^ s= c:r 4- f(c) et de la forme ^* = car» + f(c). 

Noos rapporterons encore quelques problèmes oii la fooO' 
tîon Ç)(c) dans l'équation de la ligne droite 

doit être déterminée par des conditions données « pour 
trouyer la courbe de la solution particulière. 

Problème 5. Une droite donnée DE (% 7) d^one lon- 
gueur donnée = nt se meut en sorte que Tune et 
l'autre de ses deux extrémités D et £ se trouTcnt toujours 
sur les côtés de l'angle droit A* On cherche la courbe 
engendrée par la droite pendant son mouTcment. 

Soit A Forigine des coordonnées qu'on comptera sur 
▲D et AE. 

L'équation de la droite est ^ = — cx^-* (ï^**47)' 
Or , d'après la condition du problème» l'ordonnée à l'origine 

fftC 

des coordonnées» sayoir ô, est = AD=m.sinE^ ^7* 

L'équation de la ligne droite devient par là 

me 

la sdution particulière en est 

A A » 

On construira la courbe» et en décriTant des quatre coins 
d'un qoarré » dont le o6té soit s=am » comme centres» des 
cercles d'un rajon = m » on ooniparera avec elle l'aire in^ 
terceptée entre ces quatre cercles. 
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On propose de trouver la solution particulière, si 
l'angle au dedans duquel se lueut la droite est un angle 
aiign d'nne grandeur donnée. 

Problème 6. Qu'une ligne droite DE (fig. 7) se meuve 
cle sorte que la somme de ses distances à l'origine des 
coordonnées A, comptées sur les axes des x et des jr^ 
savoir , AD -h A£ , soit égale à une quantité donnée h. 

Faisant AD=c et A£=m| l'équation de la droite sera 

^ m 

Or^ on a, d'après la condition , c + m=, A, ou m= h-^c. 
^-•'équation devient par là 

— ex 


— C 


^u en faisant 7 = c' , 


r = ^'^ + -7 


he' 


-; 


e — 1 
^^ aolation particulière en est 

(jr—xY — 2h{x +J-) + A* = o , 

t 

^q^ation d'une parabole. 

Si la condition était ici m.c = a*, ou m*=: ac? 

Problème 7. On propose de trouver la courbe dont 
*^ tangente/ coupent , de la parabole y^ = ax', l'aire 
^^OQstante = m'. Il suit du n® 78 , exemple IV, qu'une 
^^rde KL (fig. 9) qui rencontre l'axe de la parabole sous 
^n angjle dont la tangente trigonométrique est = c , et 
^^t la distance au sommet est =z, coupe l'aire. .... 
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Oo a y d'apl*ës cela , 


1 i 


d'où F<m tîpe, en faisant ( — p \ «=*> 




I 


Étant d'ailleurs AT ==CjSy l'équation dé la droite KL 
est 

la solution particulière donne 

équation d'une parabole. 

Le lecteur prouvera aisément , à Faide dq n^ 73f ^^ 
le milieu de KL est en mémq temps le point de contact. 

On propose y de plus, de déterminer la courbe dont les 
tangentes coupent, de la section du eône en général^ 
l'aire «3 m». 

^i. D'après le wt? âl , Téquation de la tiormale d'une 
ccMurbe fiH>poâée e^it 

ce, j8 représentent les coordonnées de la normale, J, f\ 
celles du point de la courbe , par lequel passe la nor* 
maie. Si l'on différencie cette équation en y regardait jr 
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seul comme yanable; on trouTC, en mettant £-,=.<( ^ 

On obtient, cfat^rës le «uméro f)réeédetit> la solutbii 
particulière de la normale par l'élimination d6 wf entre 
les deux jéquatipns (a) et (6). ^ 

Substituant la valeur de a^^'af^ tirée de {b)^ en (a), on 
obtient^ au lieu des équations (a) et (fi) , les deux suivantes : 

et • 

X ^ûsn \ à .... (tf ) , 

les mêmes qu'on a trouvées au n^ 5a , et desqaelles ré* 
suite, comme il a été montré au numéro cité, l'équation 
de la courbe des eeatpes par l'élimîmitioii de x\ On voit 
donc par là que la courbe des centres d'une courbe pro- 
posée est la courbe enveloppante de la^ normale de cette 
courbe , et que cette normale y est tangente. {F'ojr, n° go.) 
£9 dilËreiiclaiit na^int^njuit suQQ^fisivfiEaeiit ls9 équation» 

(c) et (<f), divisant ensuite par dx% et faisant -—, =/?% 

4p > d^ ^ 

^ := y , ^S ^=^9 on obtient 

da< ~ ^» ' 

di8_ 3pV*— /(i +p'^) 

Soit s l'arc de la courbe des centres ; on a ainsi 
As = (da* + d/8^)^ (n« 26) , 
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OU en dWisant par d.r'^ 


1 
is _ /à»' dg' \ * 


ou I en y substitnaat les evfremiona que nous Tenons de 
développer. 


„ -_ (» +p'r • [at pY' -r\' +/>")] 

d*' — ^ 5^= 

Maïs on paryient au même résultat, en différenciant 
l'expression du rayon de courbure 

- I 

et diyisant par d^rV en sorte qu'on a 

d* dr _ - 

d?=d7' ^ ^" = ^'^' 

d'où 

s = r + c. 

Il en résulte que pour deux valeurs différentes de x' , 
les différences des rayons de courbure correspondans sont 
égales aux arcs correspondans de la courbe des centres; 
en sorte que si l'on désigne par r^ et r^ les rayons de 
courbure correspondans à x\ et j/^ , et par s^ eVs^ les 
arcs correspondans des courbes des centres, on aura toujours 

'•* — '•. = ^»— V 

On Toit par là , et par ce qui précède, que l'arc de 
la courbe des centres .se pourra développer sur le rayon 
de courbure, en mettant un fil autour de la courbe des 
centres, lequel formera toujours, pendant le développe- 
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ikieiit^ la tangente de la courbe. On appelle pour cela 
Is^ courbe des centres, aussi la courbe développée^ et la 
<X)iirbe proposée qui se décrit par Fnn des bouts du fil 
pendant le déreloppement > la courbe développante. 

Il en résulte, de plus, que l'arc delà courbe développée se 

I>oarra exprimer algébriquement, ou, comme on dit aussi, 

qu'il est rectifiable {vojrez n^ ']S), si l'équation de la 

développante est algébrique , parce qu'alors la longueur. 

de son rayon de courbure, qui est ^al à l'arc de la courbe 

développée , inexprimé de même algébriquement (n^ 5i}. 

insi, par exemple, la développée de la parabole ordi- 

aire, laquelle nous avons trouvée n° 52, est rectifiable. 

92. Pour exercer le lecteur, appliquons, dans ce nu- 

éroet le suivant, à deux problèmes, la méthode exposée 

ur trouver la courbe enveloppante d'une droite donnée. 

Soient menées d'abord de chaque point M (fîg. 19) d'une 

^urbe donnée, dont les coordonnées soient x^etjr^y des 

gneà droites OM à un point fixe O, dont les coordonnées 

^K^ient a et fi j soient menées ensuite des lignes droites MS^ 

^^Tec lesquelles les normales correspondantes MR enferment 

1« même angle qu'avec les droites OM. On se propose de 

^ix>aver la courbe Ce formée par les lignes MS, laquelle 

^'appelle la caustique, parce que, d'après la nature de la 

Xmniëre , les rayons tombant d'un point luisant O sur une 

^^arbe, sont réfléchis de manière que la normale du point 

"* d'incidence forme , avec les rayons incidens et réfléchis , 

1» 
e même angle. 

Désignons par j/ et jr' les coordonnées de la courbe 
«donnée sur laquelle se trouve le point M, et par x, jr 
les coordonnées de la droite M S et de la courbe Ce. 

On a ainsi pour équation de la ligne OM (n° 4?) > 
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d'oii la tangente trigonométrifine de Fangle entre la ligne 

OM et l'axe des abscis9es= -^ = A ; delà la tangente tri- 

gononiél^iqiie de Paflgkf enti«e OM «t la iliorniale Itt, 

ofc p' :±=s Y^ > ^^ ^^ enfin , la tangente trigonométrique de 


Vataigle entre MS et l'axe des abscisses =: ; ^ ^* Donc, la 
ligne HS aura pour équation 

r - y -i^^y^'-^)- 

En dîfféren<;iant cette éqnalion par rapport à ir', et met- 
tant -p7 = q% on tire de ces deax équations les deux 
ei pression» 

Le lecteur pourra s'exercer sur les exemples* suivans : 
Exemple /. Soit la courbe proposée une ellipse dont 

Féquatioti est rapportée au centre et à ses axes , et dont 

l'excentricité est =c. 

Soit l'un des fojers le point luisant. On a donc 

y 

/8 = 0, ctB= — c, h:=± - ^ > , etc. 


A DEDX VABIABLES. %Jt 

On tttmwe enfin 

jr = ^, xz=zc. 

Les rayons seront, par Conséquent, réfléchis de Fnn 
des &yers à l'«iiitre« 

Exemple IL Soit la oonrhe réfléchissante un cercle 
dont l'équation 

soit le p6int luisanl à l'extrémité du diam&tre. On a ici 

« = o, /S = o. 

On obtient, en chassant J des deux expressions don- 
nées çi-dessus pour t et y^ Inéquation de la cardioïde , 
que nous avons considérée n°* 56 et 76. 

Supposons maintenant (!|ue les rayons soient parallèles 
autre eux , et qu'ils rencontrent perpendiculairement l'^xe 
des abscisses ; on a alors , comme on voit aisément, V'sszp'. 
Les expressions ci-dessus , de j: et de j^, se changent en 

On en thre 




cLr 


On a donc, eo représentant par s ?arc de la caustique, 

d» = daf(i +/»')^ (n» 26) = '^^^^f '^ cbc'; 
mais on a (^. t^ , 
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OU , en mettant pour jr tl x les yaleurs ci^siessas Vtouw^^s^^t 

[prenant ici, à cause de c^^ le signe négatif {vpf, n* 49)Jf ^ 

MS+MP=y — ^1±^^; 
de là 

On a , par conséquent , 

dfsd(MS + MP); 
d'oi 

j = MS + MP + C. 

Soient s% MS% MP", aussi bien que ê\ Mff, MP', 
quantités correspondantes ; on a ainsi 

c'est-à-dire que la différence de ddix arcs de la canrtiqi 
pour des rayons parallèles, est égale à la somme 
différences des ordonnées correspondantes MF et des 
gentes MS. 

Si l'on élëye en S sur MS une perpendiculaire SQ ji 
qu'à la normale , MQ sera , comme le lecteur prouTcra aisâ' 
ment , égale à la moitié du rayon de courbure au point Mi- 
Quelles seront les valeurs dex et de j*, lorsque lesrayiwuf 
parallèles tombent perpendiculairement sur Vaxe désor- 
données ? 

Exemple III. Soit la courbe réfléchissante une part- . 
bole ordinaire, et soient lés rayons d'incidence parallikf 1 ^^ 
entre eux et en même temps parallèles à Paxe de la pS' 1 ^ 
rabole. Quelle est la caustique ? . 1 Fa 
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•Si les. rayons parallèles .tombent perpendiculairen&ent 
ur Taxe de la parijK>le,. la caustique a pour équation 


■ ax /Z axV 


Exemple IV. Soit la courbe réfléchissante un cerde 
âont l'équation est 

y = r» — x'\ 

les rajons tombant perpendiculairement sur l'axe des x* 
L'équation chercbée de la caustique est 

Dans la figure iS, OH est ssr^ et Hfi. la caustique. 

3r 
L'arc HR est s= — , comme on voit par la proposi- 

2 

tion prouvée généralement cî«dessus^ que 

*=PM-fMS + C. 

On trouve le même résultat en développant p', j', r\ de 
l'équatiop > donnée du cercle,- et en intégrant l'expression 
ci-dessus donnée pour d^ , depuis a:' = o jusqu'à a:' = r. 

L'aire HSROH est =—7,-, comme on trouvera de la 

10 

même manière par l'intégration de jràx, 

( Exemple V. Soit la courbe réfléchissante une cyclôide» 
lesVayon.s' tombant perpendiculairement sur la base. La 
caustique est. encore une cjcloïde dont la base est la moi- 
tié de oelie:de la courbe réfléchissante.- 
î , Supposons maintenant que les rayons d'incidence passent 
par la courbe, mais qu'ils soient déclinés, en sorte que le 
sinus de J'angle entre le rayon d'incidence et la tangente 
à la courbe , dans le point d'incidence , soit au sinus de 
l'angle entre le rayon détourné et la tangente comme \\n. 

18 
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On f^t*dfMè «de tfOttTea^ la ix>avte kfptàéé fAt 1^ rayons 

tion (dîacaustica). 
En supposant y côiMne pfécédtemincnt , ^ = A; de 


P 


A 


«yn «Ibtietit ptmr Pé(fdftt!iaitt An rftyoa diâclbé, itaaiae le 
lecteur trouveira satw ârfficuhé, 

et, de plus, 


y + 




Quelles seront les erpresskyM de x et jr, lorscjue les 
t^yofkis pafàlïëleâ entre eux iMnbent perpendiculairement 
ou sur Paxe des abscisses^ #« sur celui des «nltoate ? 

93. Qu'on i^imigiiie matntenant que le ttontat d'un 
cerole se AeuTe sue une loonrbe dont f «^nation j/mm/fa^ 
soit donnée, ttiais de MM Mii fc rc qwe», "CtÊOÎonÈéamat i h 
yariation du centre^ U lotigveut eu. ràjùn t wBrib, et 
qu'on ait paie ^^mséquent ^aszp(a^). Dans FéqHitios du. 
oerde 

tf-jO^ + (a:— x')--/* = o.... la), 
y sera donc, aussi biâi que r, en fonction <de j/. 
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En différenciant cette éqaation par rapport à x', il vient 

L'élimination de a/ entre les deux équations (a) et (6J 
conduit à une équation entre x et jr, qui, d'aprës le 
n® 90, sera la solution particulière de l'équation propo- 
sée du cercle, et qui appartient à une courbe formée par 
les intersections des cercles diiférens. 

Soit , pour> exposer cela sons un point de vue tout gé- 
néral et en même temps géométriquement (fig. 20) , PC 
une courbe immobile et exprimée par les coordonnées x' 
et jr\ Que l'on roule sur sa circonférence une autre courbe 
M(y2^ où se trouve un point donné M. Qu'on mène du 
potnt C^ commtin à t'une et à l'autre de ces deux courbes, 
une corde GMsssr^ au point M, et qu'on décrive de €, 
eomoie centre , un cercle avec le rajon = r. On demande 
la oonrbe qui, icomme il a été dit ci-dessus , joint tous 
los points d'intersection de ces cercles coupant les uns 
kB autres. Cette covrbe s'appelle rouleoe, k cause de scm 
engendrement. 

On Toit d'ailleurs aisément que la corde MG = r de la 
courbe mobile , se peut exprimer, moyennant son équation » 
par Tatc MQC; or, l'arfc MQC iest ^l à Tarô PC, si l'on 
suppose que le point M soit en P au commencement du 
mouvement; donc, f est anssi exprimé par l'arc de' la 
courbe immobile; donc aussi , par les coordonnées de cette 
{36titbc, Vèrt'-à-diire \Miè^ et y, à^mmé il a été déjà dit 
plus baut. 

Riaj^^tblis éili[iôfè, poui* faciUter té Êakul, \é$ Valeurs 
été X et ^ y f tirées dè^ équatiohs (<t) et (b)i Les voici : 

^_ , [rdt^a^ + Hay(dt> ^ di *)'"] 

18.. 
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où àf^ = dx'' 4- 47*'^^ ^ désignant Parc de la courbe 
immobile. 

Les exemples suîvans, auxquels on n'ajoutera que quelques 
remarques pour faciliter le calcul, serviront à l'exercice du 
lecteur. 

Exemple L Supposons que la courbe immobile soit une 
ligne droite , étant en même temps l'axe des abscisses 9 
et que la courbe mobile soit un cercle dont le rayon 
= a. On a 

« 

y=:o, dy = o, x'^ty r= aa*^! — cos-j j . 

Les expressions de x et de j^ font yoir que la roulette 
cberchée est une cycloïde , h ce qu'on devait s'attendre, à 
cause de son engendrement. {Comparez n^ 54» problème 7.) 

Si nous ne supposons pas que le point décrivant se trouve 
sur la circonférence du cercle , mais éloigné du centre de 
la quantité m, on obtient 

1 

rssfm* — ama.cos- +û*j » j:=/ — m.sin-, 

t 
Y'=>a — m.cos -. 

La courbe s'appelle cjrcloïde allongée ou accourcie , sdon 
que m est plus petite ou plus grande que a. 

Exemple IL Supposons que les courbes, tant la mo- 
bile que l'immobile, soient des cercles, la première, du 
rayon 6, la dernière, du rayon a. Supposons, de plus, 
que l'axe des abscisses passe par le centre du cercle im- 
mobile, et. concevons, pour plus de généralité, que la di»- 
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laooe du point décrivant au centre du cercle mobile 
soit = m. 
Gela poséy on a 

x' = A — b. cos "7 , jr' z=s b, sîn t « 


= f m*— ama. COS- + flM . 


On obtient par là , pour la courbe chercbée qui s^ap- 
pdle épicjrcloïde , les expressions suivantes : 

X == b — (^ + a)cosT + 'n.cosrT + ")' > 
jr = (6 + a) sin g — '"•sîwQ + ^) ^ 

Si fn^=ia:=zb^ l'épicycloïde devient la cardioïde con* 
sidérée aux n^' 56, 75 et 9a. 

Si m'=^a eta^-, l'épicycloïde devient la caustique 

du cerde pour des rayons parallèles. {Voyez n° 9a , 
exemple IV.) 

Exemple lïL Supposons qu'il se meuve sur une courbe 
une ligne droite , de manière que sa longueur soit toujours 
égale à l'arc parcouru ou développé de la courbe immo-* 
bile^ là courbe cbercbée sera la développante» 

On a ici r = / , et l'on trouve 

Le lecteur chercbera , d'après cela , la déyeloppanf e de 
la parabole qui a pour équation jr'^ = — x'^ j il trou- 
vera pour résultat la parabole ordinaire (n" Sa). Ou pro- 
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pose le même problème pour la oycloïde , qu'on trouvera 

égale et semblable à sa déreloppante (fig. la). 

94* Nous avons tu, dans le n? 90, qae l'équatioq^ pri- 

. . ' . ». du 

mitÎTe V = q, dédaîte des équations 11 = et -p = o , 

et la primitive i/= o , ont la même valeur de p pour les 

mêmes valeurs de x e% de jr. Désignons^, conmie an n® 90 , 

la différentielle immédiate de 11 = par i/:^Oy et la 

différentielle de u' =0, en ne faisant varier que c , par 

du' 

— de = o. L'équation différepiti^ formée p^- V^vnjiua- 

tion de c entre les équations u' = o çt -^^:=Qj^ aura donc, 

d'après ce que nous venons de dire, avec l'équation 11' = o 
la même valeur de Ç» pour les mêines valeurs de/?, xetj". 
La courbe qui répond à l'intégrale de cette équation différ 
rentielle aura , par conséquent , avec obaoïme des oourbes 
qui résultent de 1^=0^ par la vairiation de c, noo^seu-* 
lesuent la même tangente ou un contajçt du pr^mieç ordre , 
mais aussi un contact du second ordre. (J^ojrez n? 5o}. 
Soit donnée, pour exemple, Féquation du oerofu 

Supposons ici que, conformément à la vapiation du oentre« 
dont les coordonnées soient a^'et j/', varie la longueur du 
rayon r. Dans cette supposition, .x^', aussi bien que j^, 
étant des fonctions de r, savoir : j/ sa p{r) et y sKzf(r) , 
on aura 

en difié^encianl par rapport k x et k jr, il vient 

Z' !>—/('•)] ^x — ^r) = o. . . .(ô). 
Cette dernière équation , différencia par rapport à r. 
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-rwi»+f'«=o-... tt), 


En tluMinf r des équlkiiis C^) et (0 » <"^ parrient à wie 
éqaalioQ diiKrentidOe dont Fintégnle a à h fois «B eott" 
Ud du premier et do second ordre sTec le cerde pro- 
posé. Supposant encore qv^aTec Péqmtion entre s ^j'y 
qui appartient à la courbe des centres dacerde, ait en même 
tonpslien Féqnation 


=yW'(t+èlv. 


dx^V 

«t daannliwnt par là ^ sif(f) et y' =/(f), U est ^^ 
siMe ^pe la ooorfae correspondante à rint^;rafe Irouiit 
•en la dérdoppante qai a pour déreloppée la coorbe des 
oentres, et r pea» le rayon de coorbore. 

Rbof allons appliquer sai^4e-diamp anx deux exemples 
^mrans cette méthode, pour dédaire la dérdoppée de 
la défdoppante. 

Exemple I. Soil y'^s 


a7a * 


^là 


4/_ «^* .^y«_3a+4y 


T> * '^ÂZTl — 
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I 


4 

et 




« 3 


r' = i [a^(r_ c)^- a^f =f{r) , 


on en tire, de plus^ 


1 


^'(r)'=^(r~c) ^ 

«3 


et 


I » % ai 




2' 


En développant maintenant les équations {b) et (c) , oa 
tire de (c) 


2^ 


»(r_c)'=a»(n--jj 


substituée dansFéquation (6) , il vient [en prenant J^=^f\f) 
du signe négatif ^ » 

On parvient à Fintégrale , comme il a été exposé d^ 89 } 
I, forme a, en ^limina^tp entre les équations 

Xp+x — -^^=o.... (d) 
et 


a a CD 


A DEDX TARIABLES. s8l 

Cette int^rale complëte renferme un nombre infini de 
développantes , qui ont toutes la courbe dont Péquation 

est y'* = - pour développée ; mais si l'on assigne 

une iralenr déterminée à la constante e, cette intégrale, 
qu'on nomme aussi Vintégrale parUcuhhre, pour la dis- 
tinguer de l'intégrale générale , appartient à une dévelop- 
pée particulière. En faisant c -= o , par e^Lemplci on ob- 
tient pour Fintégrale particulière 


r'=«(ar+0, 


Péqnation de la parabole ordinaire , dont nous avons déjà 
montré, au n^ 52, que l'équation proposée est la déve- 
loppée. 

Pour reconnaître de plus près la nature de la cons* 
tante c, et en même temps la position respective des dîf- 

férentes développantes, mettons z=:j-(i 4-jP*)* \ on ob- 
tiendra ainsi , en cbassahtp des équations {d) et (e), Péqua- 
tion primitive 

■ • • ■ » • 

où l'ordonnée y et la 'normale z représentent les coor- 
données ; on en tire 


I 


.%• « 


{j^-^rr :- = z:(z + c), 


Soit (fig. g) pour une valeur donnée de c, la développante 
VR; on aura donc RS =j^ et^RT = j2; soit, de plus, 
ÂM la parabole ordinaire, qui est aussi du nombre 
des développantes, comme nous avons vu plus baut. £n 
prolongeant la normale TR jusqu'en M, et menant MP, 
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on a y comme on sait, PT=s -9 et fon yoit par la pro* 

portion précédente que la portion MR de kinormide çst 
= c. Il s'ensuit que dans le sens de la niMrmale on dans 
oalni da rajon de coorbnre, toutes les déiek4>paBtcs nat 
également éloignées les noc» des antres, ou ^'ellea ma^ 
psrallèfes entre elles ; il s'ensaiil de mèoM que Ionien les 
défdoppantes ft^engendpent par le développemcBt de-la éér 
Teloppée DF (vqjrez n? gi), enajoatant aa fil > au coiyiMeap 
cernent du déreloppement, une quantité plus considérable 
ou moindre. Gela s'acGOiîd^ tQn^'^^i^t ayec la proposition 
prouvée ci-dessus n® gi , que r z=z s 'i'C, 

Exemple fl^ Soit proposé: <l(? trouYçr U développante 
du oerçle qui a pour ^uatioA y* = «* -^ «^•^ 

On a ici 


.arorsî» = — \; 


d'où 




Les équations {b\ et (c) sont, d'aprbs cela, 
y .^ a.cos - j/> + a: — <i. sin -== o et cos - =^p . sm -. 
On en déduit , en chassant 

, sin- et cos-=s| i— fsin-J I , 

l'équation suivante 

1 

L'intégrale se forviB' par PélimmaAion de/» entra kder- 


mitre éfHtioa c( ede qaî wt 


£> fiÛBBt arc (Uag=p) = t. d^bA p=taiis<, 
-^^ — p = aa*l, ^ ■ . ^sint, oa tirade la 4er- 


[i+pr O+P^' 


•« 


jr::=a.siii f .. ^( — c).OOSf, 

x=a.oosl + o{i — c)smlL 

D^aflleorsy on peut détenir les Taleurs d^Ji et de^ ii»- 
médiatement par la considération de la fignve a|p|Murl»<» 
aante (%. 5). Noos laîssot eela an kdear, ainaî qnc la 
rectiScatioii et la quadrature de la courbe , à Paide des Ta* 
iMrs oe 


gS. Yoici encore quelques problèmes par lesquels le 
Jedenr ^eiiercera sur Finl^ration des éqvatipns dîfiSicen<- 
tielies impliciles à deux variables , du premier ordre , en 
construisant les courbes appartenantes. 

ProUhme i. Trovrer la courbe oii la sons-tangente est 
constante. On a ici (46)jp=3a. 

TrouTcr la courbe ou la son»-normale est one Ibuction 
àbXf par exemple» = X On a ici J7=X , wkj^frxXAx^ 

#pi "v =^ /X4* + ^- Le lecteur se doqp^a li^Hpi^dioe 

des -valeurs partîculîëpes de X. 
Trouver la courbe oh la sou»-tangente est constante. Ou 

a ici rssop (46) ; de U dx = — ^ , ou a^logj's jt ^r c, 
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X 

ou log j^ = - + ^ > réquation d'une courbe où les abs- 
cisses sont les logaritbmes des ordonnées ,. et qui s'appelle 
pour cela logarithmique» 

Trouver la courbe où la sous-tangente est =X. On a 

ici = "y" > et lo% jr =z j -=. Qu'on fasse , par exemple» 

X = aar. 

Trouver la courbe où la normale est constante. On a 

ici jr(î +/^*)^ = €i; de là r+J^'P^=^» on/i= ^''*""'^' , 

yAy - 

ou encore — =^--^^ — -=:dj:, d'où ar + c = — («• — yy ^ 

{ay—yf 

l'équation de cercle. 

Trouver la courbe où la normale est =X. On a... 

^•(i +^')^=X; de là ^=^5!j=2l)l. quelle». Tfr- 

leurs auront lieu pour X= j?? {f^Cjjr. n® 88, forme I). 
Trouver la courbe où la tangente est constante On a 

ici-^ (I +p^? = a; de là ^î^i^flll^ll === dx. 

P jr 

Trouver la courbe où la tangente .est = X. 
' Enfin 9' trouver, la courbe où. la .normale ou. la sous' 
normale 9 la tangente ou la sous- tangente , sont égales à' 
une fonction . de j^. 

Proàlème 2. Soit donnée une équation qui renferme^ 
outre les coordonnées, encore une constante. On propose 
de trouver la courbe qui coupe , sous un angle dont la 
tangente trigonométrique est =^9 toutes. les courbes qai 
résultent de l'équation donnée en faisant varier ^ cons- 
tante. 

Menons par un point situé à la fois sur l'une des courbes 
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I 

données et sur la courbe cherchée, deux taiigentes, une 
à (dbaque courbe. L'angle formé par ces deux tangentes 
aura la tangente trigonométrîque =:a, et l'on trouvera 

û = '^ — ^ , où p' représente le coefficient différentiel 

de la courbe donnée , p celui de la courbe cherchée. Après 
avoir éliminé la constante entre cette équation et l'équar 
tîon donnée, on remplacerai^ et ar' par j^ et x. L'inté- 
grale de cette équation différentielle convient à la courbe 
cherchée qui s'appelle , à cause de sa nature > trajectoire^ 

Soit, wr exemple, l'équation donnée y :=:mx\ On 
obtient pour l'intégrale, d'après le n** 88,- formel, 


/i.log f-^- J = arc ^^tang — -^y 

Si. l'on transforme, à l'aide du n" 56, les coordonnées 
rectangulaires en coordonnées polaires , de manière que le 
pôle se trouve à l'origine des coordonnées de la droite 
]uropo8ée , et qu'on mette , en ^ conséquence , j* = u < sin < : 

et X =s u . cos / j d'où - = tang « et « = arc Mang == - j , 

l'int^rale devient a.log-=<, l'équation de la spirale 

tbgàriOufnique, qui jouit, d'après cela ,^ de la propriété de 
<x>aper toujours le rayon vecteur, qui lui-même est la 
droite proposée, sous un angle constant, dont la tangente 
trigonométrîque est =r:a. 

Si Fanglè donné est droit , on a a = - et o^=ii^pp\ 

^it en même temps l'équation proposée f^^szmx'. On 
obtient une ellipse pour " la trajectoire ' orthogonale de 
toutes les paraboles ordinaires exprimées par celte équation. 
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•La tw f ce loire orthogonale de tonte les ^araWlea» doot 

I*é^ati5h e«l y • «= ma/^, «»t awsi mie eMvpie , womne 
oft tt^tfveiti de la ^oéRie maurière. 

.Problème 3. On propose de^ trouTer la cMtrbe telle, 
que les perpendiculaires abaissée^ de l'orîgme âescoor- 
éoftfftosuir tontesles tangent h 4a ooutbe soiest égaiesà a. 

Cotôtfuiftotis V potLt faciliter lefiroMèoie » une cocuiie k 
tolonté > et «netio«is , li un point queloonqae de la oovrbet 
!V>ttlofi(i^e> k tatigenfè et ta ttèrmale', abaissons » de plus, 
de fbligfaMft ^es.eoordovitiéés 9 k ^rpendicataîre =3=«, sur 
la laagéfite. ôti |nira«lors la proportion suivaDta : la sotis- 
langente m^ns l^absoisse etkà é coaii«e la soii»*4aiigeiite 
plus la souft-normale est à la normale , c'est-a-dire 

0«k a par là 

L*feit^fftt^ appartient (d'après U ti* 69) & une ligne 
droite dont la distance à l'origine est =s a,, et la solution 
particaliëre <)ui répond aussi au problème, en tant qu'il 
est exprimé par une équation différentielle (voy, n* 90)^ 
donne un cercle dont le rayon ^=t a (90). 

Ptob^me 4'> On propose de trouver la «ouffeé <A la 
sômiyne de rdiMPeisse et de la sons^^normale a «a rapport 
constant à la noriftale» 

L 

On a ici. (46) a{x +jrp) =J^(i +/>•)•, équation ho- 
Itoogène par rapporta x etkjr, donc è traiter par le 
n» 89, IH. 

L'intégrale complète en est a^+jr^z;=z —rj- > *'^' 

quât'KOte dSin ccfrde. La solution particulière qui satisfait 
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awirîifiil «endftkifti du pFOblèiiMe,'dwMie a"v*»s(É»«<4J^, 
un ensemble de tfeuK ligifes droites 

^n^hïkme S. TitiDf er la oottrbs (dont là «ortÉialt ^eà. la 
moyenne proportionnelle entre une ligiie ^Mlnia ssso et 
la «omme de l'abscisse et de la sous^normale. 

<ki m ioi ^x ^yfi^j^t ^p^). On «fère phM ai- 
sément en développant jrp) MitrMiTera 


d'où 




^'-^^4r_^_rtar, 


, * I 1 iT> 


a 


(ï+«-j^y 


une dig ra n t M te ÎMnridkte; nniégrale cxMiplile ta Mt 

fMT «cMnéqiMat /<^ •4*^>ir«^jM ase^^x, éqaa«ioiid'mi 

cercle, t^ yolutioii particolièire donae l'éqaaitlon (if une 
parabole. 

Probthtie 6. Tronyer la courbe dont Paf c soit toujours 
la moyenne proportionnelle entre la double abscisse et' 
Pôrdonnée appartenant à son extrémité. 

£n désignant Parc par s^ on a, diaprés le prc^ï^e , 
^* = i^xy. En différenciant , . il yient 

L'itib^ale cfn esX 

1 


X 

c 
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Problhme 7. Trouyer la courbe dont Pare ioit propoi 
tîonnel à la racine quarrée de l'abscisse. 

C'est la c}xloïde qui répond à cette condition. {Voyi 
n*' 54 9 problème 7.) 

Intégration des équations différentielles à deux variabl^^^ 

du second ordre. . 

96, Nous avons vu, au n^ 86 , qu'une équation diffi^ — * 
rcntîelle du second ordre à deux yariables peut être 
gardée , en général , comme formée par l'élimination d'i 
constante entre une équation différentielle médiate du 
mier ordre et sa différentielle, ou, ce qui rcTient 
même, par l'élimination de deux constantes entre une éqi 
tion primitive et ses différentielles première et second <«^* 
On a vu, de plus, au numéro cité, qu'à une équatic^^n 
primitive à deux constantes , conviennent deux équatioKi^s 
différentielles médiates du premier ordre chacune avec nc^B-e 
constante, et une équation médiate du second ordre à^- 
pourvue de constante. Réciproquement , l'intégration d'nK^*^' 
équation différentielle du second ordre, conduira à dei^^ 
intégrales du premier ordre , ou à deux intégrales pr^^ 
mières, c'est-à-dire à deux équations différentielles médiat ^^ 
du premier ordre , dont chacune renferme une constante? t 
et à une intégrale seconde, qui est elle-même la primiti^^^ 
demandée, et qui renfermera deux constantes. 

L'intégration de ces équations différentielles du seooeB^ 
ordre est sujette encore à de plus grandes difficultés qftV-^ 
celle des équations différentielles du premier ordre. No*^ 
n'examinerons^ dans ce qui suit, que des cas particulier^ f 
en rapportant pour chaque cas un exemple éclaircissant:'' 
4. Soit à int^rer l'équation différentielle explicite d^ 

second ordre , -p- = X , où X ne renferme que f . 


^:= fïÀx + e. On e» tin, et fh», 

^=séxfUx + cir «J jr=féxfXax + at + r', 

L'iat^gnle eit êaoc me êqmlîcM prÏMitiTe qui a Tjqwt- 

■mm diCrenlàctte proposée povr a 4ifêmtt)dl« îiaè dU le 

^«KCMkd ocdre, f»nx qne les detu constantes <- r< c' 

I «liipuuneBt pv b dî^reacUtioa eSectaée deux fois de 

' «toite. ( For» n' 86.) 

Exemple. -T-j =; 6ax 

IL Snpposom que l'équatioD proposée renferme «enle- 

■ïieiit les deux coeiBctens différentiels t-;=^«, et^^ j>, 
dx* ' dJ! '^' 

^Œ manière qu'on ait y =:P, où P représente UDe foac 
*^â«n de p. On a ici , à eau 


dp do ^ . 

.use que?=:^, ^=P,dooc 
^* =-^ et êj =pdx 3= ^^. Le» deux intégrales 

^atijfont, romme od voit sur-le-cliamp, chacune en par- 
ticulier, à l'équaliou diHcrcutielle , et doaiient, chacuDc 
étant une inlégi-ale preniiiire, par réiiulinaliuo ilep, l'ju- 
'égrale seconde demandée, c'est-à-dire l'équation priDiitive 
cterchée contenant les deux constantes c et c', ce qui doïl 
*'*''ir lieu d'après ce qui précèdt'. 


>,=» rie^i 


■ff=-j,^j,=Pl+. 


i p=;, 
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En chassant p , l'intégrale chercbée devient 

8fl(a: — c)3 = 9(^-.c'r. 

III. Supposons que l'équation proposée ne contienne qne 
q et jr, de sorte qu'on ait j^=Y, on Y ne renferme qne/. 
En multipliant l'équation membre à membre par 4r> ^^ ^ 

22I.z!^ss3 Yd^, d'o& l'on tire, en intégrait, 
On tire de Ih 


ix = 


^ et :. = J,r_^?_^ + .'. 


Voici encore «n antre procédé. On a 

d*j' dp pàp 

At* dx' c|y ' 

L'éanation proposée derient par U 


■^asT,. on />dp = T4r. 


De U 


£-*=/Tdr + c, ou ^ = a*(/T4r + c)*; 


a " ' ' dx 

d'oà 




comme auparavant. 
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a* û» 

Exemple. Soit -7 1- r^ ar o. Oa a ici Y = -7—^ , 

— = ^ — TT* L'intégrale cherchée en est * 

4c*(r — c')' = 4^ + «*•, On se çQnyaincr^ gisement que 
l'intégrale première développée précédemment soit une des 
équations différentiellesr du premier ordre de cette prî*- 
mitive. 
IV. Supposons que l'équation renferme p , q eX x. On 

mettra q au lien de ^« Si l'on peut alors intégrer l'équa- 
tion différentielle par rapport à/? et à x^ et que l'on par- 
Tienne à tirer de l'intégrale l'expression àe p en x , on 
obtient pour l'intégrale seconde y = Jpdx. . S'il était , 
au contraire , plus aisé d'exprimer x en p par Fintégrale 
première; on prendrait pour l'intégrale seconde, en in- 
tégrant fpàx par parties (d'après le n^ 65} l'expression... 
jr =px — fxdp. 

Exemple* S6it 2qx ss p. On a 2xàp=ipdx, ou...» 

adp djp , ,, * ^t > -i ï ^ 

— ^ = — : de la <r^ = p*, d ou p^sc* . jt* . On trouve 

p X . ^ 

donc "- 


a - I 


j-=fpàx = c*/xMx = ^o* .or* + cl 

L'intégrale cherchée est par conséquent 

i 1 
3Cr — c) = î*^*^*> ou gCr — c/)" = 4^3:*. 

Si l'on Toulait tirer de l'intégrale première l'expres- 
sion de x en j9 ; on aurait 

jr :=^px -^fxàp = ^ 4- c', 
et l'on obtiendrait 
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3 
le même résultat qu'auparayant, en mettant - e au lieu de r. 

V. Supposons que l'équatîon différentielle renferme p^ 
q et jr. On mettra, li cause que q^sz-^- et d:r = — | 

dans l'équation proposée jss-^r^y et l'on intégrera par 

rapport k p eXi.jr, En cherchant & déterminer p par jf^ 
au moyen de l'intégrale première ^ on obtient pour l'in- 
tégrale seconde a: = / — . 
Exemple. Soit/?*+2y^=o. On en tîre/?47*+a/d/i=so, 

ou — = ^; de là p*=-, ou p = — -. On trouve 

y p ^ jr\ ^ i 

donc, pour l'intégrale cherchée > 

x = ~ I j^*d^ = — rj-* +c', 

ou 

(* — cO^.gc = 4y . 

VI. Soit à intégrer d'j* + adj^. dx + ôj^da:" := o. Qu'od^ 
fasse J =i= e« ; d'où d^ = c«dM , d'j- =: e"d»M + e^dii». 
L'équation proposée devient par là 

d'M -|- du» + odi/.djp + ôdjp* œ: o. 

En y faisant I de plus, du = /d:r ^ d'où d' = drdx 
on obtient 

dl + /•dar 4- û^da: + Adx = o , 


■ »CPT *ltllH£S. 


Eb metUot HMintenaat t^/ — - et A r-^ — i» 

on tronre 


«lont Fioléçrate esl , d'après le n« Sg, 

En Tmetlâot *"":=», d'oïl awin^loe» et d:r^ 

Ofl oitîient 


Oa a par conséquent, pour l'mlégrale cherchée ^ 

En désigaant les valeur» de I dans l'équation i^+at^b~o, 

par n et n', on a n' = m , eL n ^ — m L'iiità- 



/ 
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grale se change par là , en y mettant encore c au lieu de 
— ce', en celle-ci : jr = ce*' -f- c^e"'*. 

En substituant, on peut aisément se convaincre que 
jr =r ce"*, aussi bien que jr :^ c'c"'*, satisfera à Féqua- 
tion différentielle proposée « d'où il suit que cbacone de 
ces deux valeurs, ne contenant qu'une seule constante 
arbitraire, est une intégrale particulière de Véquatîon' pro« 
posée. (F'oj'ez n® 94.) 

Si n = n% il vient jr z=z(c + c^c"*, équation qui ne 
renferme qu'une seule constante , et qui, par oonséquent^ 
n'est pas l'int^ale complète; mais, dans ce cas, on a 

pour l'équation auxiliaire en i, celIe^çL: . .'.* 

»...■■■■ ■ ■ ' . 

7 r.+ <'^=o* d'où f-ar+cssso, 


ou 


1 = — — - +?>; 
donc l'intégrale complète 

x + c nx , nx, , . 

= e .e = c ,c (x-f-c). 

VII. Soit à intégrer à^ + aàjràx + *rdcr» srr wdar* 
où u est une fonction de x. On mettra j^ = Xje , dans 
Féquation proposée qui , se décomposera alors d'une ma* 
nière analogue à celle du n* 88 , forme II , en ces deux 
suivantes : 

d*z 4- adztlx + ôzda:' = o, 
et 

adXdz + azdXda: + zd*X = iidar'. 

De la première on tire, d'après l'équation que nou» 
venons de traiter^ 


i:= ce" •+■ c'e"'' = c'e'''*f-y et"-"')' + " J 


ou, en mettant i 


= "'"-(7-+0- 


En mettant dans la seconde équation dX := %'dx , 
obtiendra 


dX' 



On en tire (n" 88, foime IIJ la valeur de X', et il vient 
ensuite 

L'intégration par parties (n" 65) donne , puisque 

On trouTB en6a, en ajoutant aux deox intégrales ren- 
fermées dans l'expression de X , les constantes arbitraires 

met m', et mettant ensuite c et — c" an lieu de . 

et de ; , pour l'intégrale cherchée , 


I 
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Problème 4* Troirver la courbe ob le qoaméda tajon 
de courbure est proportionnel à l'abscisse. 

On a ici db-^i^^^ =«^ .:r*,o«,d'aprèileii«^IV^ 


L t 


ou, en intégrant I 


2x* + ac = q: *--r i 

(I -f i^r 
de là 

<lr = — ' — 1— ^ — r ; 

i* 

en y mettant ar* +c=:j8, d'oi ar=(«— c)' et d*=a(«— c)dï^^ 
il vient 

L'intégrale du dernier terme se trouine à f aide du ^6S{k)^ 
Problème S. Quelle est la courbe dont la caustique ap-^ 
partenante jouit de la propriété que l'une de ses coordonnées 
soit =a, supposé que les rayons, parallèles entre eux ^ 
tombent perpendiculairement sur l'axe des abscisses ? 

On a ici (92) ^ 4- ■£- = i et x — ^zi^a. 

. Il est ^quelquefois bQn de regarder, dans une ^uatioo 
différentielle, au lieu de x, une autre variable ou U fonc^ 
tion d'une autre variable, comme la variable indépen- 


Problème a, TrouTer la courbe où 
bure est constant. 


»97 
1 de cour- 


On 1 


A_i±PT-a 


A l'aide du n° 96, 11, on 


obtient pour la courbe deraanclée un cercle du rayon == ii- 
Problhme 3. Quelle est la courbe où le rajou de cour- 
bure est à la normale comme i ; n? 
Ou a, par l'énoncé du problème, 

Par le n" 96, V, on trouve successiTetucnt 


1 

,+y, = ,^^^ 

- ^ 


= 

pd;, 
■+J' 

ou , en i 

Dtégranl , 



log (çr* 

) = log(i+;,0', 

'est-a 

-dire 

,j 

=" = 

de l> 

dr= 

_*L 





En ayant égard d'abord au signe positif dé l'euposaiit e 


faisant r 

== ^ , on obtient Ax = ^^-r 

(c>_.r 

de UiaiM 


T 1 C' ='('''-^-')" 

. ^ JioC 


l'équation d'une parabole. 

Le lecteur cberchera lui-même les courbes, si l'on a 
«gard au signe négatif et que l'on fasse en même temps 

I , I. '<l*11-i.1li<< 

n ^ - et ensuite n :^^ i . 
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OU [puisque de do:' + ijr^ =:d^* on tire àjf^=. (d^' — dx*)* 


■ 

rp —i ; J— = a» . *• . • 

On en tire 



d« i d»ar 

• 

5* (d** — dx«f 


et' èo intégrant , . 

czp 2* = a .arcC 8in= -pj» 


ou -( 


do: . I czc as^ \ 


d'où enfin 



en déreloppanty par le n° 3o, le sin. en série ^ et inté* 
granty on obtient x , exprimé par une aérie procédfTH 
suivant les puissances entières de l'arc. 

Remarque. Désignons par u^ ==^0 une équation diffc* 
rentielle da second orBre k deux yariables , contenant 

outre Xy jr^ p zrz -i^, y = -^, enoore ! la constants ^' 

(Vojrez n« 90.) 

En différenciant cette équation différentielle par r^f 

port i c, on obtient -y- = o. Désignons ^ de plus, p^' 

/ =0, l'équation différentielle du second ordre» forna^ 


> I 
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par l'élimination de c entre les deux éqaati<ms u' = o et 
-7- = o. La prîmîtiTe qui appartient à l'équation diffé- 
rentielle v^'ssso, laquelle, nous désignerons par 1^ = o , 
aura ayee la primitive iis=o appartenant k l'équation 
difiërentielle tt' = o, pour une yaleur déterminée de x, 

dV 
les mêmes yalenrs de yi Pj Çj et en outre de rsss j^ . 

{Comparez n" 90 et 94O 

Les courbes qui conviennent à ces deux équations tt=o 
et v=so, dont la première appartient^ aux courbes en- 
veloppées , et la dernière k la courbe enveloppante , ont 
par conséquent, dans ce point » non-seulement un con- 
tact du premier et du second ordre > mais aussi un con- 
tact du troisième ordre. 

Le lecteur conclura aisément de quelle forme doit être 
l'équation d'une courbe enveloppante , pour qu'elle ait un 
contact d'un ordre quelconque avec les courbes envelop- 
pées correspondantes; aussi prouvera-t-on , sans peine, 
à l'aide du n® 90 , qu'on n'a qu'à différencier une 
équation différentielle du second ordre par rapport à 

~, et k éliminer ensuite ce coefficient différentiel, pour 

parvenir à la solution particulière correspondante. 

Comment pourra-t-on tirer d'une équation différentielle 
d'un ordre quelconque, la solution particulière corres- 
pondante? 

intégration des équations différentielles du troisième ordre. 

98. Quant aux équations difl*crentielles du troisième ordre, 

dV 
lesquelles renferment, outre or, J'tPf Çi encore r=-rp, 

nous ne rapporterons ici que l'intégration des trois formes 
suivantes. 
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I. Soît rc=X, OÙ X ne contient que x. 
On a successÎTement 

4^ = X, d.^-^^srXdar, ^-^^^/Xdx + c, 

d.-p = dor/Xdar-f-cdar, ^=/ax/Xdjc+cjr 


dj' = AxfAxf^àx + cardr -f- c'da:, 
j- = fâxfdxfXAx H 1- c'a: + <^; 


2 


l'intégrale troisième cherchée contient donc trois co'wCÊtr 
tantes arbitraires (vq/ez n® 86; comparez n® 96), cl 
l'équation proposée est sa différentielle immédiate ^Q 
troisième ordre (85). 

IL Soit r=Lf(q). Puisque rdx=:zdq, il rient 

dx—-^ d'oi X— ri2.. 

on trouve^ de plus, 

L'élimination de 9 entre ces deux intégrales donçe F in* 
tégrale demandée, qui renferme trois constantes ai-lï*' 
traires. 

Exemple. Soit r-mq^. 

111. Soit r=f(j}). En multipliant cette équation f^'' 
qdx f il Tient ( à cause de qdx = d^ et de rdx = dq) 
qdq = d/7 . f(p) , d'où l'on tire , en intégrant , 

q = l^mp)'àpy> 

j d/? 

ou , a cause de ^ =: ~ , 

^ (la: 
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x= f—^^-r et r==fp^= r P'P' . . 

J i^f/{p)àpy J wfwpv 

^élimination de /i , entr6 ces deux intégrales , donne 
Pintégrale demandée* 

Exemple, Soit r zzip"'^. 

Nous laissons au lecteur à trouyer l'intégration des trois 
formes des équations différentielles de l'ordre n , 

dx- "^ ' d«» ■" -^ W— V ' dx« ~ -^ \d*"-V' 
pour quelques condltioiis particulières. 

Intégration des équations différentielles à deux variables, 

par approximation. 

99. Il reste encore à montrer comment on peut trouver 
la valeur d'une intégrale par appt^iiiknation. 

I. X désignant une fonction de ±9 on cherche la valeur 
de l'intégrale j-=/Xdjr, entre les limites x^sa et 
ar = 6. ( Fojrcz n* 72.) 

Par le théorème de Taylor (17), on a, si en même 
temps X accroît de A et j^ de ^y 

•^ ^ -^ ^ d* dx* 1.2 

I 

Or, on a, par l'intégrale donnée, 

âr-x 4!^-Ël etc.- 

on a donc 

âx 1.2 
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Mettons-y b^^a, au lieu de h, et a, au- lieu de Xj efS^ ^ 

dX d'X " 

désignons les expressions X, -r- , -rxi» > changéesHfc.^ 

par là, respectivement par A, A', A'... On aura alor 
pour k ou pour j^, pris entre les limites xssa et J?=6, 
la série suivante : 

^ ^'^ i.a ^ i.a.3 

Cette série sera convergente et donnera assez exactement — -t 
la valeur demandée de j^, par un petit nombre des premierac* s 
termes, lorsque la quantité à — a est fort petite. Mab — ^i 
au cas contraire , on décomposera la quantité & — - a en ui ■" 
nombre arbitraire de parties, savoir en 

et l'on chercbera ensuite j'=/Xd:r successivement entr^ "^ 
les valeurs « — a, tf, •—«,.••. • etc., par le moyen de I^^ ^ 
série ci^-dessus. La somme de toutes ces valeurs partico-^ —' 
lières sera équivalente à la valeur de jr cherchée entr^ ^^ 
les limites x=za et x=:b. 

Le lecteur appliquera, sans difficulté, cette méthodi 
pour trouver des valeurs approchées, k l'expression, 


I i 3 

X = r> cûtre les limites de :c = - et « = 7 

(I - X')» * 4 

c'est-à-dire qu'il cherchera la valeur pour 


arc 


(sin=^)-arc(8in = i). 


11. Soit proposé de trouver dans une équation diffé- 
rentielle du premier ordre, où âx et éix se trouvent mô- 
les ensemble , une valeur approchée de j, entre les limites 
X = û el X =z ù. 


fie 
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En supposant que jr soit =s c , lorsque x=:a , on 
aura , lorsque « = a -|- fc , 

^ = c + *=<^ + g^A-h5^. — +..... (17). 

de 
Or, il y a la même relation entre a, c, — qu'entre 

àr 
X, r, -^ ; on n'aura donc qu'à mettre dans l'équation 
ax 

différentielle proposée , n au lieu de x , et c au lien de j*, 

pour en tirer -j-. )Mais puisque rr- renferme encore c, 

jr se trouvant > en général^ aussi dans l'équation différen- 
tielle, la yaleur cherchée de j* restera indéterminée. La 
quantité c tiendra précisément lieu de la. constante ar- 
bitraire. 

D'ailleurs, la série trouvée donnera assez exactement; 
si la quantité & = 6— a est fort petite , la valeur cher- 
chée de jr , par un petit nombre de termes. Pour trouver 
ensuite la valeur de jr pour une valeur plus considérable • 
que A, on pourra mettre a + ^ = ''i > ^ + ^'= ^i > et 
pousser ainsi plus loin l'approximation , par un procédé 
semblable au précédent. 

Exemple I. Soit àjr + j^dx =; x*dx. On propose de 

trouver la valeur de jr entre x=: a et 0:= b. 

àc d*c 

On a rr- = a* — <î , -r-- = /la»"' — a» -f c, etc. 

\ da dû* 

On obtient par là 

Il sera bon de chercher la valeur de j" par le n® 88 , 
et de comparer cette valeur avec la série que nous venons 
de trouver. 

20 
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Exemple IL cl/ -(- - dar = çc'^àçc. 

X 

III. Soit proposé de trouver une valeur approchée pour 
j*, dans une équation différentielle du second ordre. 
En appliquant le théorème de Tajior, comme ci-dessus, 

d'c 
on tirera la valeur de -r--; de l'équation différentielle pro* 

poaée; m^is c^tte valeur sera déterminée par c et j-* Ces 

deux valeurs tiendront par conséquent iîoa de deux, cons* 
tantes arbitraires. 

Exemple Jll. à^jr + mxyàx^ = o. {Compar. n»* 96, VI.) 
11 est évident I par ce qui précède, qu'on pçut /de même 
faire usage du théorème (leTaylor pour trouver des valeurs 
approchées ifi x ^^^^ ^^^ équation différentielle de l'ordre n^ 
et que les n premiers termes de la série rapportée squs W% 
resteront indéterminés el«<qu'ils tiendront lieu de n cons- 
tantes arbitraires. 
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De Vintégration des équations différentielles 
partielles. 


loo. Nons allons exposer , dans ce qui suit, les propo- 
sîtïonB les plus importantes concernant l'intégration des 
éaùatîons différentielles partielles. Ceci mettra encore plut 
èa évidence ce qui a été dit sur les équations de cette es- 
pèce, aux n" 76 et suivans, et fournira en même temps 
au lecteur l'occasion d'étendre ses recherches sur les sur- 
faces courbes. 

Les équations d [fièrent ielles du premier ordre renfermant 
trois quantités variables, se distinguent en équations dif- 
férentielles totales et partielles. Les premières sont de 
la forme 

dz =/)dx-|- qâjr. 

Leur intégration a été enseignée au n' 87 , pour le cas 
que ^ et g ne renferment que x et j'. 

Les équations différentielles partielles du premier ordre 
sont des équationsteiles qu'elles renferment, outre les quan- 
tités X, jr, z, encore les deux coefficlens différentiels 


dz 


lions de cette espèce qu'il s'agira dans i 
Ainsi soit donné 


î des 


équa- 


"ii* = j^, î = j-, etoùP, Q, R reofermentles trois 
variables X, j', a. On lire de cette équation 
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substituant cette yaleur dans la différentielle totale. .... 
dz^sszpdx + qdjr (76), on obtient 

Pdjs — Rdar = y(P4r — Qdar). 

Si l'équation Viz -— Ild:r = o ne renferme que z^ Xy 
àz et àx , que l'équation P47' — Qàx = o renferme seu- 
lement j^, X, djr et àx, et que la première soit inté- 
grable par le facteur /« , et la dernière par le facteur /»' 
(vojr.ïï'^ 86), de sorte qu'on ait 

^(Pd;8 — Rd:c) = dii et /i*'(P47* — Qdar) = dii', 

il Tient 

du q.iu' - uq,Au' 

— = ^ — r-i o\x du = ^-^-7—. 

La différentielle Au étant une différentielle immédiate , il 
faut que ^-^^7 — en soit pareillement une. On pourra 
donc mettre 


•77 — — Âzr = *(";, 


/« di/ 

et l'on obtient ensuite^ en intégrant ^ 

u = fy\u')Ai/ = (f(ii). 

Gela posé , il n'est besoin , pour obtenir l'intégrale de 
l'équation différentielle partielle Pp -f* Q? = B. , que de 
trouTer, par les deux équations 

Pdz — Rdar = o et Pd^— Qdar=o, 

les intégrales uz= a et u' = & , et de mettre ensuit^ 
i/=:^(i/')y où ç indique une fonction arbitraire. 
De u =«, u =ibj u = ç(u'), on tire 

u — a^n u — ^,/OU u — <p(b) mu' — ô, 
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une seconde forme de l'intégrale cherchée qui renferme 
deux constantes arbitraires a et b, mais qui , par la fonc- 
tion arbitraire f , sont dépendantes l'nne de l'autre. 

En difiërencîant chacune des deux formes de l'intégrale 
cherchée, u=ç{u), aussi bien que n — ç(li) ^ u — b , 
d'ahord par rapport à s et à a:, et ensuite par rapport à 
r et à j" , et éliminant entre les deux diOërentielles et l'în- 
tégfale, ?(u') et ç'(u') dans la premïferc forme, et <i et A 
dans la forme seconde , on retomlie sur l'équation diffé- 
rentielle proposée. 

Mais si l'on éliminait q au lieu de p entre l'équation 
proposée Pp-f-Qy=R, et la différentielle dî^pdx+y4?'i 
on obliendraît 

Qdî ~ Rd^ =p(Qdi — Pd^). 

Désignant les intégrales des équations 

Qdx — Rd^ = o et Qdx — Fàj- = o , 

par u" = a et u ^ b , aa aurait , par les roèmes r 
qu'auparavant , pour l'intégrale cherchée , 

u" =^ ?(«'). 
En divisant ces deux expressioi 
Pis— Rda=5(Pd^— Qda:) et Qdz— Rdj^/^CQda:— P.l/) , 
la première par la seconde, il vient 
Pd2 — Rda:=— ? (Qdz 
Si l'on avait alors 


Pd: 


;— Rdx = 
it, par II 


du 


el Qdï -'V^Ax=~^, 
is indiquées, qu'à mettre 
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— 7-7 = ^ (" ;• 

L'intégrale cherchée deyient par là 

u = ç{u*'). 

Il résulte donc^ de ce que nous Tenons de prouTer, 
que pour paryenir à l'intégrale de l'équation différentielle 
P/i-t-Q^ = B.9 il suffit d'intégrer 4eux quelconques des 
trois équations auxiliaires 

Pdz— Rdar=o, Pclr — Qda? = o, Qd«— Ïl4r = <>* 

Dans l'intégrale u zn <f{u') ^ on peut déterminer la fonc- 
tion arbitraire 9 par la condition que le corps exprimé 
par l'intégrale passe par la courbe formée par l'intersec* 
tion de^ deux surfaces courbes dont les équations soient 
de la forme 

f{x, jy z) = o, F(^, j-, z) = o. 

En éliminant entre les quatre équations 

/(x, j-, z) = o , ¥ix,jr, z) = o, u'=t, u = (p(t), 

les quantités x^ y^ Zy on parvient à une équation qui 
renferme encore t et ç{t)y et qui servira par conséquent 
à déterminer ç(t) par /. 

Les exemples suivans éclairciront ce que nous yenons 
de dire. 

Exemple /. Soit l'équation différentielle proposée.*** 
jrp — xq=i o. 

Les trois équations auxiliaires sont 

jràz=^Of jràjr '^^ xdx ::=i o , xdz =z o. 

r* + X* t 
La première donne z=a; la seconde donne *^^ s:^; 
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l'intégrale cherchée est par conséquent 

z = ç(^'-^'), ou z = ip(.j-^ + j:'). 

Ea différenciant cette intégrale par rapport à :t; et à 2 
et. par rapport à j" et à ï , et désignant d . ^.v^ — — - ps 
f'(j^ + a:') , il vient 

p = ajrjs'Cr' + ^') et 9 ^ sT* V + a^') ". 
de là on lire, en divisant. 


ou py=iqx. 


l'équation difierentielle proposée. 
L'intégrale se pourra aussi exprimer ainsi 

• —.*) = »■ +r-»- 

En dilTérenciant par rapport li z età o^, et par rapport 
àzet à j-, il vient p = -}.x, q-=: ly. Ces deux équations 
ne renfermant pas les quantités constantes a et A, on 

trouve immédiatement, en divisant, - = -, ou wr^s^^c, 

q y . ^ 

comme auparavant. 

Quant à la signification géométrique de l'intégrale trou- 
vée 2=p(^' + a7°), on a déjà démontré, au n° 8i , 
qu'elle répond à tous les corps de révolution dont l'ase 
de révolution est celui des z. La propriété exprimée par 
l'équation différentielle pj^qx, convient donc à tous 
les corps de cette espèce. 

Déterminous d'abord la fonction arbitraire par lacubdt - 
ttonque le corps de révolution passe par la cii'conférence 
d'un cercle qui , mené paralIfelRment au plan coordonné 


4 
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des zjr y soit la section formée par un plan parallèle aa 
plan des zjr , pour x =z h, avec une sphère dont le centre 
est à l'origine. Il faudra donc, des quatre équations 

x* + jr^=t, z = (p(t)y x»+j-«-f z» = r», x=zh, 
chasser les quantités Xj jr^ z. On obtient ainsi 

h^+y=zt, z=(p{t), A* + r' = '*— ^% ou !-—«•=<, 
et enfin 

L'équation du corps, pour la condition donnée » est donc 

« = (r»— j:*— y)', ou z* +ar*+j* = r», 

l'équation de la sphère. 

En second lieu, supposons que sur la surface d'un 
corps soit située une ligne droite qui passe par l'origine 
des coordonnées y et qui peut donc être regardée comme 
l'intersection des plans 

X -^ bjr '\'Cz=zo et a: -f- ^y-t-<^'^ = o, 

ou qui peut être représentée par ces deux équations : 

z = ax et J" = a'x (n® 77). 

On obtient , pour l'équation cherchée du corps , 

l'équation d'un cône droit. 

E:femple IL Soit px -4-^ = 0. L'intégrale en est » . . • 


='© 
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L'intégrale résulte des équations d'une ligne droite , 

z = a et y=.bx ^ 

si l'on fait a = f (6). Le corps correspondant est donc 
engendré par une droite qui, parallèle au plan des xy^ 
passe par l'axe des 2. Pour la condition qu'un plan mené 
perpendiculairement à l'axe des y , dans la distance = m 
à l'origine des coordonnées , coupe le corps suivant une 
ellipse 9 dont l'équation aV + *'J?* = ^''^'i il vient 

X 

de là 

ai 
L'équation du corps correspondant est donc 

_ b[ay^ — m'ar*)* 

En faisant 6 = a et ^ = m — J^, on obtient l'équation 
du coin^onoïdc considéré au n° 82 , oh nous avons déjà 
yu que ce corps est engendré par une ligne droite. 

Exemple III. Soit aay — y[ô(a^ — z*)* — û^] = o. 
La première des trois équations auxiliaires donne z^rr» 
La seconde devient par là 

iucdj' = ajràx — bAx{a^ — c')* . 

Il en résulte 

L'intégrale cherchée est donc 
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ï 1 

ojr — bia'-^c^y = x.(p(c) , OU ax — b[a*—z^y = x. f («). 

Or, cette équation résulte ded équations de la ligne droite 

c' b i 

j8 = c, et y = — x+-(a' — c»)', 

si Pon fait cf =s ç{c), La ligne génératrice se meut donc, 
parallèlenaent au plan des jrx , sur la circonférence d'une 
ellipse dont les demi-axes sont a et 6 , et dont le centre 
est à l'origine des coordonnées. 

Déterminions la fonction arbitraire par la condition 
jjue ce corps j par un plan perpendiculaire à l'axe des x, 
dans la distance a: = m, à l'origine, soit coupé suivant 
une ellipse dont les demi -axes soient a et b\ il vient 

_ b^a^^zy -b{a^-zr - 

m 

ce corps, terminé pai: deux ellipses parallèles entre elles, 
a pour équation 

\_ 
maj = (a* — z*)* . {mb -^ bx + b'x). 

Les sections faites par des plans menés perpendiculaire- 
ment à l'axe des x , sont toutes des ellipses. Le volume 
s'obtiendra donc par le n^ 82. 

En' faisant 6' s=s o , on tombe sur l'équation du coin*^ 
conoïde considéré a l'exemple précédent. 

En faisant b' = b, on obtient l'équation du cylindre 
droit qui a pour base une ellipse. 

Le lecteur s'exercera encore, suivant la même méthode, 
sur les exemples suivans. 

Exemple IF, Soit />a: + gj = «. 

Exemple FI Soit ap -^ bq =. c. 

101. Ce que nous venons d'exposer au numéro préce- 
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dent se pourra aussi étendre aui équations différentielle* 
partielles ilu premier ordre , qui renferment plus de trois 
quantités variables. 

Soit , par cxeraplc , z dépendant des trois quantités 
u, X, jf , qui sont indépendantes entre elles, on aura 
donc (85) 

tiz T= nàu -j- pàx + gàjr , 

oii n, p, q ne contiennent que u, x, y, et oii, en 



dï 


d: 


<)/ 


Soit l'équation diSé- 


outre, n-=~, p-^ 

rentielle proposée 

N/i + Pp + Qî = R , 

où N, P, Q, R sont des fonctions de ï, u, x, y. En 
^éliminant n entre les deux équations précédentes , il 
vient 

Ndz — Rd«=/jCN'l^ — P'I") + îCMdjr — Qd"), 

Si les équtitions 

Bdz — Rd« = o, Hda: — Pdu — a, Nd^ — Qdu = o 

sont intégraJtles par elles-mêmes ou par le mojcn des 


faclei 


, de 1 


-Pdu = -.dT, Sdj--Qdu = A-dU, 
Nda - RdH = A . dV , 


il > 


dV=^-.dT+^;-dU; 
dV étant ici une diEférentielle eomplètc , il fauL quf 
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^-^.dT + ^ÇdU en soit pareillement une. On pourra 

donC; d'après les notations adoptées au numéro précé- 
dent , poser 


OU 


^ dT+ ^-.dU = (p'(U,T); 
/^ ^ 

il en résulte donc , ou 

V = ^(T) + 4(U), ou V = ^(U,T). 

Nous voilà en état^ d'après cela, d'intégrer les équa- 
tions différentielles partielles du premier ordre à trois 
yariablesy lorsque les coefficiens différentiels partiels f 
et 9 jr passent le premier degré. En développant Jf 
dans une équation de cette espèce, on a 

oi z dépend de x et de^, mais 9 de z , de a: et de/. On a 
donc, comme il est clair par le n^ 85, 

dp ^ i^P ^i^^P ^ ^4.é£ Ë2 

àj d^"^ dz'd/ dj* dâ'd/ àq* àjr^ 

et 

àx Ax àz ' àx' 

L'équation de condition -p =-p (n® 76) se change p^ 

là, en y mettant -r-- = », -— = ^, en celle-ci 

dx ^ 6jr ,^ ^ 

4^"^db*~di~"d^-4r"^V^~*d^A àz 
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. « . dg dq dg ., 

Mettant maintenant -^ =•, -^ =/8, — = y, il 


vient 


£n comparant cette équation à celle que nous avons 
considérée plus haut, savoir, à Nn+Pp + Q^ = R, il 
faudra changer mutuellement les quantités qui sont jointes 
dans les équations suivantes : 

les trois équations auxiliaires 

Ndr— PdM = o, N4y — Qda = o, Ndz — RdK=so, 

deviennent donc ici 

Le lecteur déduira sans peine, par la division, on par 
l'élimination de dz entre deux quelconques de ces trois 
équations, trois autres équations. 

Les exemples suivans serviront à l'application de ces 

formules. 
Exemple I. Soit />« + ç* = m'. On a p = (m'— j')', 

^=Ë£ = o ^ = '^- . Les troi» équations 

Ay Az ' Aq („,_ç,)i 


\ 


A 
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une seule et même équation différentielle. Prenons, pour 
exemple les deux équations primitives traitées n** 90, 

jr=scx+ n(i +c^y et 7-' = ca: + «* + t» 

4 

qui ont toutes deux la solution particulière * 

7-» + x' = n'; 

tâchons maintenant de déduire la dernière de la pre- 
mière. On a 

élevant les deux membres au quarré, il vient 

y* = c'a?' + 27ic(i + c')* X 4- «'(ï + O ; 

en y mettant , au lieu de x, ri^ — jr'' (valeur tirée de la 
solution particulière j*' + ^' = '*') > il vient 


^ ^^ :incx 71' + 27i*c' 

(i + cr ^ 

. 2/IC „ , û' 

faisant maintenant r =a, dou c' = -î — - — -, 

on obtient 

^» = cm:+7i'+ j, ^ 

qui est la dernière des équations primitives ci- dessus. 

Les deux équations différentielles médiates, apparte- 
nant à ces équations primitives^ sont 

jr=px + nii+ p^y et jr^ = 2Xjrp + n* +jr*p', 
dont la dernière se réduit à la première , lorsqu'on y 
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substitue la valeur tirée de la solution particulière... 

Tout cela a également lieu pour les surfaces*, car la 

combinaison de Usso et -r-=:o conduit aussi à un 

nombre iu£m d'équations primitives U = a, qai ont 
toutes la même solution particulière Vr=:o, et dont les 
équations différentielles, combinées avec Y= o, se peuvent 
réduire à une et la même équation différentielle. Dans 
notre exemple, les intégrales trouvées sont deux de ce 
nombre iniini des équations primitives différentes. Mais 
puisque la fonction btss/Ça) reste en général indéter- 
minée , on ne peut ni trouver la solution particulière de 
la surface enveloppante Y ==o, ni ramener les équations 
différentielles médiates des intégrales , par le moyen de 
l'équation y=:o, à une et la même équation différen- 
tielle. Montrons seulement comment on peut déduire la 
première des intégrales trouvées ci-<l'essus de Ik dernière , 

en combinant les équations U = o et — =:= o. On a 

z» — !»•[(:!: — c)»+Cr—*)»] = U = o, 
. dfr, ,^ dU 

*-'^ + dï^-^"~^^=d^ = ^- 

En mettant dansla dernière équation -7-= < ■— , 

' ^ de a ' 

multipliant ceUc équation par n , élevant ensuite les deux 

membres au quarré et ajoutant le résultat à la première 

équation, on obtient, après avoir extrait la racine, 

d: z = (x — c)(m» — û*)' + (j'—b)a. 

i_ 
En y mettant — c(rn^ — û")* — ba == d, on obtient la se* 

conde intégrale trouvée ci^desisus. 

21 
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I 

En faisant dans !a première intégrale 6 = oc, on trooTe 

«» — 7W*[(x — c)» + (j- — flc)*] =U =ao 
et 

— =z=o = — (ar — c)— ûCr — oc); 

d'oa l'on tire, par l'élimination de c, la solution parli- 
culiëre 

V =: o 5= :^ — ^ sil. 

x-|-a» 

Il faut encore observer que, puisqu'on tire de l'éqaa-' 
tion différentielle i +/?* -f- ^* =5 i -f. m», la formule pour 
l'aire de la surface des deux intégrales ci-dessus sera 

( I + m'fffdxdjr= (I + ni*)* .fjrdx , 

ce qui fait voir qu'une portion de ces surfaces a un rap- 

1 
port constant = (i+m*)*;i, à sa projection sur le 

plan des xjr. 

Exempld IL Soit z\i +p'' + q*) =:m\ On a donc 

1 

(m* _ 5;» —jrV)^ d/7_ ^qz 
p— , _ -., 

dp —m* 

Les trois équations auxiliaires donnent 

{m--z^)àx (m»-Od^ _ 

z(m^ — z* — y V)» 

/ . oM — m^qdz 
(m»— z*)dy = ^. 

De la troisième on tire q = ^-. Cette vale«^ 

z 

substituée dans la première et la seconde, il vient, apr^^ 
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l'iDtégralion , 

L'élimination de b entre ces deux équations, conduit à 
l'intégrale cherchée que voici 

(x_c)- + [>—'')" = m' — z', 
l'équation d'une sphère dont le centre se trouve sur one 
courbe située dans le plan des xj , et qui a pour équa- 
tion e^$(f). 

En substituant dans l'ùqnalion Az=pAx -^qiy^ la 
valeur tii'ce de ta troisième é(|uation auxiliaire 


^ ~ , = Ci +*■)' .(Ix+ W^. 

L'Intégrale cherchée Pst,d'api'ts le n" Sj, 

Cette intégrale se déduit de celle qu'on a trouvée précé- 
demment , de la niÉme manière qu'il a été montré au 
prcmiei' exemple. Savoir , on a 

(;c _ c)' -f- Cr - «r + ï' - m' = U == o , 


V*. - , , . de —{t—b'y 
^" Faisant, dans la seconde équation, -t-t= r- , 

snultipliant cette équation par b, élevant les deux membres 
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ensuite au quarré, et retrauchant le résultat de la pre* 
miëre équation, on obtient, en extrayant la racine quar- 

rce, et mettant e&+c(i — ft')* = a, l'intégrale précé- 
demment trouTée. 

Quelle est l'équation de là surface envelopf/ante de la 
première intégrale pour è = «c? 

Les intégrales trouvées ci-dessus expriment des surfaces^ 
dont la normale est constante , comme le fait voir l'équa- 
tion différentielle proposée. {Pojrez n* 78.) 

Le lecteur s'exercera sur les exemples suivans,en cher- 
chant les intégrales par la méthode précédente , et erà 
examinant les surfaces exprimées par ces intégrales, ainsi 
que les surfaces enveloppantes , pour des valeurs particu- 
lières des constantes. 

Exemple IIL Soit m^qp = xj-. L'intégrale en est. . . 
(x^ _ Z>*)^* = m*(z — c)*. Quelle est l'équation de la sur- 

face enveloppante pour c ^ — ? 

Une seconde intégrale est celle-ci : 

, ax* . r* 
2m* na 

Exemple IV* Soit /?* -f- j* = X^, oii X est une fonc- 

tion de x. Soit, par exemple, X = mr' ,X=jr. Trou* 
ver la surface courbe de ces corps. 

Exemple V, Soit «/; = y:c + q^y. 

Exemple VI. Soit d'pq = xz. 

Exerûple VIL Soit ap = {x +y)q. Cette équation 

est aussi intégrable par le n^ 100; il en est de même 

de celle-ci : 

— X 

Exemple VI IL Soit pq s= xjrz. 


APPENDICE. 


HOTES ET SOLUTIONS ("). 
H" 14. 
^Exemple III). On trouïc 




=P= ■ 


^('^iï 


{Exemple IV). On a 


Pour développer j- ^ - 
'es puissances entières de 


H" 17. 

- en série ordonnée suivant 


donc, par le n° 16, 


=rr^iï)!i- 


(*) Dans CCI Appcnilicc, on a eu principalement en me de donnor 
In solutions tics pioblèmrs que l'autetir a limplcmcot irnoocà , oa 
SDiqacls 11 n'a sioale que quelque! données. Le iecleur pourra con- 
mlter cei notes, aptl't i'tae cxerct: ]ui-io<!iiie eo ri^otTuut le) pro- 
tliioe», ponr comparer Ici re'iulmis et \ts racthodca qu'eu a ■niïiei 
psur j parvenli, Li'« numéros, ainiti que les prubltmca, exemple*, ïicé , 
idIi CD parcuilicse , renvoient uui numerci , problèiuts, exeDjplcs, e(c . 1 
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/ = I + 2X + 2a:* + 2 X^ + 


également comme on trouve par la simple division de i -| — x 
par I — ar. Le théorème de Taylor conduit (n° 17) à 


Ar= (TzrTjî ^^+ (Tzrj^ ^'+ 


Pour le développement de^=(i — a:*)' ona 
— X — 1 „ — Zx 

{i—x^y (i— ^')* (I— ^)'^ 
^— r*» ' -" 1 ' 

(i— ar')' (,— jT*)* 


d ou J" =: 1 


• • • • 


1.2 1.2.3.4 
N« 3i. 

Pour exprimer la tangente par son arc , on a , d'après ce 
qui précède au texte, 

I 2.sinj: 2+4 sin x* 

r=tangjr, »=r -, = ^, r= -^ — -— , 

^ t) *-r cosar»' ^ cosx^ cos x* 

, 8 sin a: - , , ^ . 

t = g [2 + 11 sin X' 4" 2 sin arH ; .... 

donc^ par le n^ 16, 

, a:' . ^a^ , inx' , Gar» , 
j.=tar.gx=x+-|p+33g+3^ + 3 3 g^ g +-.- 

£n faisant usage de la même méthode pour le développe- 
ment de cotang x^ il arrive que chaque coefficient diffé- 


ira* 
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renliel devient = 00 pour x = o. Maïs on obtiendra, à 

cause de cotans x =4 , une série convenaWe si l'on 

^ taiig X 

divise l'unité par l'expression de tang x que nous venons 

de trouver. Au reste, on renvoie pour cela le lecteur à 

V Jntroductio in Anafysin infi, , paiTEuler, tom. IL 

N« 37. 

{Exemple IJJ), En développant 

I 

log [i + 2z* + 2« ( I + ar')»] 
4» 

par le n** 21, on obtient 

par oii l'on voit que z est le facteur commun. 

{Exemple VI). En différentiant séparément le numé- 
rateur et le dénominateur de la fonction proposée , on 

trouve 4 ( I +^)* > valeur qui , lorsque a:= 1 , devient. • • 

— 41/2 
= 5 , comme l'auteur trouve. 

On parviendra au même résultat en mettant..... 
arc (cos==a:) = f, ou2:=cosf; la fonction proposée se 

change par là en '- ^. En différentiant séparé- 

(1 — cosO* 
ment le numérateur et le dénominateur, on obtient 

cosf' — sîn f^ — I (i—cosQ*. [ — 4 (' +CO8O''] , 

- (i — cosf )* sin t 3{i— cos 0* 

2 
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f 

d'où l'on voit qae le facteur commua est = ( i— cos /)*, 
et que la Traie yaleur, pour x = i , est = — ^ , 

N«44. 

Problème 6. Pour la valeur du minimum , on trouve , à 

cause dexzss y-- — , 

b + a 

Si a= 6 9 la fonction devient un minimum lorsque j:= — ; 
la valeur du minimum est alors 

Problème 9. Pour le maximum , on tire de p;^ o , 
En n'ajant cgard qu'à une des deux bases, il vient 

Pour Vhexagone, on obtient ^ = -y (j^J ', pour le 


m ^ 


triangle , on trouve x = -— ( 2 |/3 )* . 

o 

En introduisant au lieu du côté de la base le rayon 
= R du cercle circonscrit au polygone, on aura 

X l 

R =5= — (ï + **) ^> et l'on trouvera par les valeurs de ^ 
2/ 
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au 


t 
—g — 1 répond 

maximum. 

Problème 10. Désignons comme au problème 9, le 
nombre des côtés par n, l'un des côtés de la base par Xy 
la tang. trigon. de la moitié de l'angle au centreMe la base, 

tfest-à-dîre tang — , par t, on trouvera que la hau- 

teur d'un des triangles du polygone est = — ; la base de 

la pjramide sera donc = -r— . En représentant mainte- 
nant par z la hauteur de la pyramide ^ par m^ l'aire de sa 
surface, on obtiendra 

4< 


m — 

d'où z= [it^ m' — 2tnx^y ; 

ntx *-^ ^ 

on a donc, à cause que j' = - — - , 


d'oii 


L (4f'm*— 271/j:^ )* J 

De/? = o, on tire x=sm (-j , valeur pour laquelle 
la fonction jr devient un maximum* 
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Problème 1 1 . Soît r le rayon du cercle donné et par con- 
séquent le côté du cône droit à chercher. En représentant 
par X l'arc du cercle donné qu'on doit ôter^ on a le rayon 

xï ^ 
de la base du cône cherché = — ; la hauteur du cône sera 

= ^ --, donq le yolume du cône 

de j3 = o , on tire a: = o et a: = arsr V' | ; la premîèrevaleup 
rend q positif, la dernière rend q négatif. Pour la valeur 

du maximum on obtient r= ^rr. 

Si 71° désigne le nombre de degrés de l'arc à ôter, dont 
la longueur = :r, on a la proportion suivante : 

^rx \/\ : srsr = n*» : 36o**, 

ou i/| : I = 7i« : 36o», d'où 7i« = 293 ,9364*». . . . 

N« 48. 

Problème. L'équation générale de la section conique 
jr^=i 2mx -f- nx^ donne 

djr m + nx 

dx "~^ Z 5"' 

(a/nar + iw;')* 

l'équation de la tangente est d'après cela 


^^^^^^25^^^^ 

1 

^^^^Pt* 

{ymr+tr')' 


Mcdl^Jtl..— t 

"^H 

K. J- r- '»«■ + "-)* tx X-) 

m 

■ -^ -' -:-+=■) "^"^ 

» 

^ 


JK"=aJ»JX+«r- <knna&t 

^ 

k ,= -+",,,- — ,. 

■ 

^B (OTar + iu-)' (ai-r+^'r 

'■ 

^K«litiat poor le nvoD de contlmire 

-■ 

V ^ [M«+«^+(m+«)'r 

^ 

— wt* 


En désignant h normale de la section conif]tte pu a 

.0». 

^B Lorsque 3-= o, on a /• = — m. 

-^ 

K" 54. 


Problème 4. La courbe a un point (l'milexion 

)K>ur 

4 1/3 


La courbe s'élead depuis x = o jusqu'il x = a, 

pnroe 

que si X est négatif et en même temps '^a,y ilcvîoul 

imaginaire. 

L'ordonnée correspondaule à a: =: n est en mémo 

loin pi 

Vasjmptote de la courlre. Depuis :r=o jusqu'il -t 

"V 

!.. 

. 


^^^^^^H 
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la courbe est concaye, et depuis x-=i j jusqu'à x=â, 

elle est convexe vers l'axe des abscisses. Lorsque 0;=-, 
ou la tangente trigonométrîque est == 2 , j* est =a ; lorsque 

x=o, on a p= — , et r = o. 

_ / 00 

Problème 5. Si x=a,jr aussi bien que p est infini^ 
l'ordonnée est par conséquent dans ce point en même 
temps une asymptote. Si a:= — ^, on aj^=o,p=oo; 

dans ce point la courbe coupe l'axe des abscisses. Si ar^ro^on a 

I 

jrz=:o,jf=sf - j j il s'ensiuit que la courbe coupe dans 

ce point l'axe des abscisses, et que les deux tangentes appar- 
tenant à ce point coupent l'axe des abscisses sous des angles 
égaux entre eux. 

On voit d'ailleurs que la courbe s^ étend depuis a:= — b 
jusqu'à x=za, £ile est symétrique par rapport à l'axe des 
abscisses, comme l'équation primitive le fait voir. £lle est 
fermée entre a:= — b et x=o ; elle tourne, tant au- 
dessus qu'au-dessous y sa concavité vers l'axe des ab&- 
cisses. 

Depuis a: =0 jusqu'à x=a, elle est composée de deux 
brancbes infinies, qui ont la figure de la cissoïde (considérée 
au Problème 3 de ce numéro). 

(a -f- ^\* 
J . On construira cette 

courbe par points , à l'aide de deux paraboles ordinaires , 

qui ont pour équations (a-f-^)*=J^j (^ — •^)* =^"9 ^' 
dont les paramètres sont égaux à l'unité ; d'ailleurs, ces 
deux paraboles sont opposées de position. £n effet; oa 
aura 
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1 

comme ci-dessus. 

N** 56. 

Problème i . En rapportant l'équation z=zm±a,costy 
aux coordonnées rectangles , et mettant z= (a:*-f- j**)*, et 
cos t = r, on obtient 

d'o& l'on tire dans la supposition de m == a, 

j- = - — = a ( 4«JP + «*)" — 2j:*+ 2aa: + «' * • 
l/aL J 

Cette équation primitive montre d'abord que , depuis 
:r = o jusqu'à ^ == 2a ^ jr a deux valeurs égales ^ mais de 
signe opposé; de plus que, pour a:=s2€i, ^est = o , et 
que pour ar>2fl, j* est imaginaire. On"^ voit deTplus 

que depuis 0: = —^ — jusqu'à a: = o, jr a quatre valeurs^ 

qui sont égales deux à deux. Pour les valeurs négatives 

de op, sîx^y^ jr devient imaginaire. JLorsque ^'^ =: o, 

^a quatre valeurs^ dont deux son t| nulles, et deux^égales à a, 
mais de signe opposé. 
La valeur de 

djr g^— (23? — a),{^aa: + a*y 

i.\x ^ 


{/ 2! ^a*x + a»— (2a:«— 2ax - a^) . (^ax + a*yj * 
devient nulle pour t = o, et pour xz=z-j-, ce qui montre 
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que les tangentes appartenant à ces points sont parallèles à 
l'axe des abscisses. 

En faisant évanouir le dénominateur de p , on obtient les 

valeurs x = . , et a:=:2a; la tangente est donc perpen- 

4 ^ 

diculaire à l'axe des abscisses dans ces points. 
La valeur de 

^ y-Sza^+ïoa^x+i i«V4-(4^+«*) •raa'+ôa'ar+Bfla:— îJ^î. 

z—aVuK p r =j3 ■ 

devient nulle pour x = o.> L'équation primitive indique, à 
ce que nous avons vu plus haut , du côté gauche de ce point , 
quatre ordonnées, et du côté droit seulement deux ordon^ 
nées, d'où Pon conclut (n** 49) ^ï*^'*' Y ^ pour x == o, un 
point de rebroussement. 

Si l'on a égard à la position opposée de z' et de 2", on aura 
au lieu de l'équation (z-— «') . (z — z") =0 , celle qui suit : 

(z — z').(z + «") = o, d'o& z = acos/=m. 

Problème 2. On rapportera l'équation u = — aux 

coordonnées rectangles, en mettant, d'après les formules 
au commencement de ce numéro, 

'u=(x'+yf ,i=Sirc( cos= ^ j = arc(tang=0 

Ainsi la spirale d'Archimëde a pour équation 
(** +rf = ^ . arc(tang =^. 

En différentiant cette équation , on obtient 

» I 

(ar» +J^y . i^àx +jràjr) = — (xdjr— jrAx) , 

3» 


I "^ x — ^xx {x' ■\-J^f 

vec cette équation oa déterminerait sans difliculté les va- 
lears Ae la sontangente, de la tangente, etc., en faisant 
usage des formules des n°' 45 et 4^; mais il sera plus simple 
<Je transformer ces formules relativement aux variables u et 
t j c'est ce que nous allons faire , par exemple , pour la sou-' 
tangente. 

On liie des Tslcurs de 3r = u.co8i et de ^ =: u sin / , 

d3:=:du.cos' — w.sin (,d; , i'j-=:du.sin i + «cos t&t; 


soutangente^- 


=-^-ïï^= 


ai.cos(.d« — u*. 


t.àu-^u.coit.dt 
1 que, lorsque i:=2T,o 


On voit par celte e 
qu'après une révolution du rayon décrivant, la soutan- 
genle est nulle. Il faut que dans ce point la tangente soit 
perpendiculaire à l'axe de; abscisses, ce qui a aussi lieu,' 
lorsque ï = )r, I^Ztc, elc. 

N- 59, 

Pour décomposer une fonction fractionnaire el ration- 
nelle en fractions partielles , on fait ordinairement usage de 
la métbodedescoellicieiis indéterminés; mais il y a plusieurs 
procédés qui exigent moins de calcul. Voici en peu de mots 
celui d'Euler: 

(i) Soit à décomposer en fractions partielles la fonction 

fractioDnaire et rationnelle ^, où a: — d soit un dea fao- 


m 


: inégaux du dénominateur V, en sorte qu'o: 
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En mettant 

où P ost une fonction indéterminée , maïs entière et ration- 
nelle , par rapport » j: , et A un des coeCBcîens a déterminer , 
il s'ensuit que U — AQ est divisible par j: — a, et que^ 
lorsque x — amo, on a U — AQ = o. On pourra 
donc par là déterminer A ; car il faut qu'on ait (en adop- 
tant la manière d'écrire du n? 16) 

A- U,=a 
_. t r c U ^ 2— X A, B 

Exemple I. Soit _ = -^— --=-+__; on 

tire de là 

U — A (x— 3) = Ba:, et U — Bo: = A (x—3). 

Il faut donc que U — A(x — 3) soit divisible par x, et 
que U — Bar le soit par a: — 3. On a ainsi 

U;r=o+3A=:o = 2 + 3A, U,=3— 3B=o= — I — .3B; 

d'où l'on tire A =-^— , B = — = — . Il viendra 

o ô 

U 2 — ar —2 . — I 


V""a:(x— 3)~ 3x ^3.{x — 3y 

(2) Si le dénominateur V est composé de plusieurs fac- 
teurs égaux du premier degré, de sorte qu'on ait 

U_ U 

V""Q(ar— a)" ' 
on mettra 

U_ A B_ N P 

V ~ (x — fl^« "*" (x — û)»-»"*" x—a'^q' 


I 


éqnation (]ui donne 

(i-o)-P=U-QA-Q[B(i-<.)+C(i-«)'+-S(.r-'.)— ]-.(.). 
_U-Qi-Q[B(i-a)+C(i-o)-4-...H(J-n)— 1 


P = - 


{^ 


«)■ 


■■(.')■ 


Puisque P est une fonction entière et rationnelle par rap- 
port à X, il faut que le numératear du second meinhre de 
l'équ3tion (a) soit dlTJsible n fols de suite par x — a. Ce nu- 
mérateur s'êT.inouira donc, lorsqu'on y met ■^- a aa lien 
dear.Onvoitd'fllwrd qu'il seréduit dans ce casa U — QA, 
mais pour que U — Q&. soit divisible par x — a, il faut 

qu'on oit A r= ^^~ . En substituant la valeur ainsi trou- 

Tcc de A dans l'équation (i) et divisant ensuite cette f(|ua- 

t ion par x — a, on aura , en désignant par Ui le quotient 

. U — QA , , . . , . 

trouve , lequel sera nécessairement une fonction 

X — a ^ 

entière et rationnelle de x, 

(i-o)— P = U,-QB-Q[C(a:^<.) + ...K(i— n)— ], 
_ U,-QB-QCC(i-») + ...K(i— »)■■-] 


el P = - 


1)- 


On déterminera, de la même manière B, et en procé- 
dant comme auparavant , c'est- à-dirc en divisant par X — u 

et désignant par U, le quotient de — ^ , on sera en 

état de trouver le coellicient C, par l'équation U, — QC=o, 
et ainsi de suite les autres coeflicicns U, E, . . -N. 


Exemple:!. Soit - 


U=i+.T, a = l, Q= 


J 
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= = 2, d'où Ui = — ï ; 


delà 


B=^ = -,, P=,. 


Il vient ainsi 


I +a: 2 ' _i ' 


x{x — i)' {x — !)• X — \^^ X 

(3) Si y est composé de facteurs inégaux du second de' 
gré , en sorte qu'on ait 

U U 


V Q(x» + ûx + 6)* 

on mettra 

U Ajc+B P 

y ^ x^ + ax + b'^q^^ 

ce qui donne 

U — Q (Aj: + B) = Vix^'J^ax + b). 

Il est visible que 

U---Q(Aa: + B) =;o^ lorsque a:' + aa:+6 = a. 

Désignons les deux valeurs de x qui réduisent l'expression: 
x"^ ^ ax + b à zéro, par m et n, on aura, par conséquent 
en même temps 

Ai»+B = 5£=--, et An + B=Hs.-, 


deux équations qui sufi&sent pour la détermination dct 
coeificiens A et B. 


1 
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Exemple i. Soit-— ^±-^-— = ^f±?- + ? 

Onaici U = i + i. m=i, n = 2, q~x; 

donc A.i+B='-^^±:^"-Sl=2,etA .2+6=^-^'-^^^-. 

équations d'où l'on tire 


• On tronve ainil 

_ ^ + 1 ^ -^+5 _. J. 

a:. (a:" — 3jc + 2) 2(;c" — 3x + 2) "''ax' 

(4) En appliquant ce que nous venons d'esposer, au cas 
où V est composé de plusieurs facteurs égaux du second de- 
gré, on aura, en mettant pour abréger, :r' + oa: + ^ = 11, 

U _ A3:+B Cx + D Mx+H P 

Q.Cx'+ajr+i)" II- "^ U"-' "•"■'■ R "'■q' 

d'où 

„ U-Q(Ax+BKQ[(Cx + D)R+....(Mx+H)R-'l 

£n raisonnant dans ce cas comme dans les précédens, on 
conclura que le numérateur de cette espression s'éranouira 
dans l'h jpollicse de R ;= a:* + oxô ^o. Ayant trouvéles 
deux racines de x qui saliifont à l'équation R = o , on les 

substituera suoiessiienieol: à x dans l'équation 

U— Q (Ax + B) — o ; on obtiendra par là deux équations 
pour en déterminer les coefiiciens A et B, En diviont en- 
suite le numérateur et le dénominateur du second membre 
de l'éqnalion (3) par R, et désignant le quotient.... 


• 
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i-^=; par Ui, et raisonnant alors comme au- 

paravant , on tombera sur l'équation Uj — > Q (Cr -{- D) = o 
qui servira pour la détermination des coeffîciens G et D, 
et en continuant de la sorte , on sera en état de déterminer 
les autres coefificiens E | F^. • • . 
Exemple 4* Soit 

a: + 1 _^ A>r + B Gr + D P 

a: . («»— Sx + tî/ ~ (or»— 3a: + 2)* "*" X*— 3ar + a "^ ? 

Ona icîU = a:4" ï* n=2, Q = a: ; les deux racines 
de l'équation a:* — 3x + a = o, sont + i , +2. 
On a donc, d'après ce qui précède , 

A.i+B = 2, A.2 + B=?, d'oh A = mi, B=-. 

TT U— Q(Aa:+B) ^, , . , i 

U, = — --2^^^ — -i-^ étant ici ±=: - , 

-. It 2 

on a 

C.i+D = i, C.2 + D=7, d'où C=:^, 0=7. 
2 4 4 ' 4 

Enfin • on a P = 7. On obtient ainsi 

4 

X. (a:*— 3j:+2)» "~ 2(a:*— 3X+2)» "** 4(ar*— 3a:+2) "^ 4*' 

Le calcul différentiel facilite beaucoup les opérations 
précédentes* En effet, si l'on differentie successiyement 
n — * I fois l'équation 

U=:Q[A+B(a:-*.fl)+C(a:— iz)»+....N(x— û)— >]4.P(:«r-û)«, 

et qu'on fasse ensuite a:— a=o dans cette équation et dans 
cellea qu'on en aura déduites ^ il yiendra 


JU = AdQ 4- BQJa: , 
d'U = Ad'Q + aUâQdx + aCQia:' , 
etc., 

^nationa qui déterminent chacun des cocIBciens A , B, C.^ , 
par ceux qui le précèdent; bien entendu qu'il faudra écrire 
après la différentiatioD a au lieu de t. 
Dans le cas qu'on eût l'équation 

U=Q!:Aj:+B+(Cj: + D)R+....(N3: + M)R"-]+PB-, 

il viendrait , dans la luâmc hypothèse , 

U^CAx+B)Q, 
dU = (Ax 4- B) dQ + AQàx +XCx + D) QdR , 


équations, dont chacune deviendra double, lorsqu'on met- 
tra pour X successivement les deux valeurs qui satisfont à 
l'équation R ^^ o. 

Reprenous , pour l'application de ce qni a été dit, notre 
exemple 4> 


1+^ 


_ Ax+B 


On a U=> + j: — (A3; + B}jr, d'où l'on tire 


d.Ci+x)=(:^+^y!a:-^dx-|-(0+D).^.d.(a:'-3a:+a) 

H =~-xâ.x-i — Ax'i-{Cx' + Dx).i2X—3}<ix; 

en y Gubstltuaut d'abord la valeur de ar ^= + • j et ensuite 
celle de :b =; + 2 , on obtient successivement 
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et 




:-l+-+(C+D).(2-.3), 

-2+^ + (C.4+D.2).(4 — 3), 


d'où l'on tire C=z^, D = y. 

4 4 


N» 6i. 


(Exemple II,) On a 


/\aP—ï)dx . rarda: /• dx *\ , . , , . 


:i.apc((ang^ --r=J + C 


(Exemple I IL) On a< 


'•:»■, ► 


=gl0g 


a; — 2 
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•+-^arc(tang;=j')+C, 


{Exemple IL) Pour rendre ratioanjelle l'intégrale.... 

fx^dx {a + fta:')^ , on mettra a + ^^==: i^^i', par ou Fin- 
tégrale se change , en posant en même temps b = c^, en 

_ a^f——- =; - «' T—^^— . 

J (a' —c')^ J {z — cf . (a». ■{■CZ + c'f 

Pour intégrer cette expression , il faut la décomposer en 
fractions partielles; en faisant usage , ipfM,v cela^ de la mb* 
thode enseignée çUnsK^^^ ^^^ '^ ^ ^9 9 <^>^ trouvera 


_ • f '^^ X Ç ^' 

+.• Ç .^ I «-Ç ( "+")''' 
.. r (2.- + t)j^ .r__(î=£)i£__ 

J :L^e\S^Jra + eY J =,c>(2' + ra + c)" 

expression dont les lenriess'inlégreronl au moyen. des for- 
mules du n** 60. 

Pour intégrer Xdj: f , — , ■- J , on mettra 

- ' *■- "'''rr5 J _ n(fl'^"-fl6']5'r'da 

L» fonction rationnelle X est changée par là en une fonc- 
tion rationnelle de , n — i c'est-à-dire en une fonction 

b — 7." 

rstîonnetle de z , que nous dé:iigneron s par Z. Donc , au 
lieu de la fonction pi'oposce, on aura à intégrer - - 


1 


Sî, danslaililFérentielIe proposéi 


X.!:r 


Il obtient ^= j(«^ — o) 1 de là 


J 
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.' = , 


• 


où Z est anc fonction rationnelle de z. 

(Exemple III.) En faisant i -|- x = z*; on aura à inl 
grer, au lieu de la fonction proposée 

expression qui conduit à des intégrales algébrique^ 

I "l* X 

{Exemple IF".) La substitution' ~ = *', donne 

I — X 

6zV— i)^(fe_ (6a'3— i8g'^-h iS^y — 6»0A8 

Puisque (i. + x^ s= (« + 0*.(a* — *+ i)*,- la . 
thode pour décomposer une fonction fractionnaire en fr^i 
tidns partielles s'appliquera à cette diiférentielloi et c 
S9ra ensuite en ét^t de parrenir à Pintégrale. 

{Exemple V,) La substitution l -f A^ttan^ ebndait 
l'intégrale 

{Exemple J^I.) On mettra i -j-x* s=z', l'iatégrale et 

{Exemple VII.) La snbstitution i — x* = ;^ condaî 
à l'intégrale — (i_»')^-fC. 
l'i'y:-.--. N» 63. 

{Exemple IV.) En mettant (i +ar?)* = xj8, d'o^i.. - 

Ax zdz 

— = -, on a 

X I — z* 'K' ■' 
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{Exemple T.) Oa obtient, poor l'int^ralei ^ . 

N» 64. 
(Exemple If.) On obtient, pour l'int^rale, 

— 1-^^ — i +iarcftangs=^— ^^=:iarc(co«=:x) 


1 7JC 


{Exempté P^:) Où obtient j pour l'iotégrale, 

arc l sîn = — .] + C. 

{Exemple /^/}« La malt îplicat ion indiquée au texte 
change l'întégrde proposée en 

/{i+xyàx f[\^xfàx 
7X J 7,X 


Faisant dam ^ la première intégrale (i «f"^)* =2> d'où 
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I 1 


Eti mettant, dans la seconde int^rale, (i— a:)' = ;^V 
on a 


On trouve donc enfin 


fi 


-=(i-f^a:)» +(i-.a?y 


(i+x)'~(i-.a:)» 




■ « 

(Exemple Fil). On obtient, pour Pîntégrale, 

1 [arc(cos«r)+Io8[(. W +^]-[illfi:^!+î£^| 4- C 

R» 65. ' 

i 

j. à » 

différentes valeurs , on aura , «n commençant par lés nombres 


impairs ; « 

Hf-C, etc. 

Paiisant aux yaleurs paires den, on trouye^ en désignant 
pour abréger, arc (sin ç= x) par A , 

A 


a*Ax 1 -.il' '<■ 

:^^=^ ix(i-a^r+- A + C, 

(,_^)ï ^4 2.4 J 2.4 

ar*dx /i . . 1.5 „ . 1.3.5 \, _-r . 1.3.5 


/I , , 1.5 - , 1.3.0 \, ..T . '«^-^ A 

4- C, etc. 

Si 71 est négative, on aura, en commençant par les 
nombres impairs , . 

/ •* dx _ — (i— ar')* I /* àx 

/* - èx — (r-gy S /' aar • 

J a^(i-x^r~ ^' iJ x\i~xY'- ■ 

/» <}«: — (i— X')» ,5/^ dx 
' i"= ^8 »"g/ — t' 


etc, . .' 
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EnGn, en supposant que n soit négative et un nombri 
pair, on aura 


f. 


âx — (i— x ')* 


x\i~xT 


X 


y ^ âx _ — (I— a:»)^ , a/ ^ ix 


dx 


etc. 
{Exemple , /^og'e i47') On trouve par la £9rmttle (Ç) 

x-4dj:(i -f-j?»)» = ^ ^y^^ ^ -f ^ I or-MxCi+j:') j 
lie dernier terme donne , par* la formule (C) , 
War^dx(i+x»)»=— ^:r-'(i+a:')» + ^/da:(i+a:«)*.. 
Far la formule (B) , on trouve 

au moyen du n^ 63, on obtient 

2fix(i + ar*)» == x(i +xy -r log [(i + x»)* — J. 
Enfin, en réunbsant tous les termes , on obtient, 


/ 


. - * » 


+ x(i +x^f ^ log[(i +a:»)^ — x] + C. 
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N'66. 
{EMmple.) En faisant , dans l'expression 

on obtient y par la formule (B) , 

(I a'z + ^) . (a' + czr + 1 d' Va^(«' + cz*r 

oii le dernier terme s'intégrera au mojen du n^ 63. 

N« 6-7. 


{Exemple IL) On trouve, en développant 


série (n* ï6). 


{a + xT 


en 


on a donc 


a 


-3 H 


1 • o • 9 • X 


h 


7 "T"» • •> 


2a' 


2'.2fl' 1X^.2. 3. a' 


/• dx I /^ âx ^ n ^^^ 
{i-x^f .{a+xy Jj (I— o:*)^ sa*!/ (i-^r»)" 


+■4 

8<i 


3 f* x*àx 

â / I "••• 


1^ termes du second membre s'intégreront à l'aide de la 
^ote sur le n^ 65 , où nous avons traité la formule. •..••• 
x^àx 


Si 


(«-^')* 


ix 


en 


expression —7 — \ se cbangC; par la simple division ^ 

I I X 


^rpo-do: on suppôt» ^-o:- 

I-— " ^L - on * 

formule on 8«PP«« ^ - i + * 
SUanslamé.eCor.u ^^^^ ^^^^ ,^,^x e-^ 

^J * „A membre donne ^^ST^ 


rC 


,0 


dfjlEfl, on mettra.-' 
, rrr^Pou^intéS«^ cosx* ' ,, • 

fExempU JIJ.) Vou _J*^ 0» 

/ • ^- z^ 4 et Û* ** .vî 

un 3: — ^' 


a donc 



+ - sin a: , cos j: — • - a: + C. 

{Exemple Ip'.) En opérant sur la section coniqne en gè- 
xiéral , qui a pour équation j-^^^iax -\-bx^, de la même 
manière que l'auteur a opéré dans cet exemple sur la para- 
Imle, on obtient, si fig. g est supposée représentée la section 
conique en général, 

^^ ^ a + fa' + (a- + le ^ . + aacV)- 

— (a + ti') + (g- + te V + aaeVr 

<"■ = cm-bn > 

on a (le là 

l'aire AKOA—;;^^;^^ (2ay+ i^') 


/,„=£tf±^\ + c... („, 

(w'+Sa--) 

i^a.ef.i. = =iî+'î2\+C-... („ 
ai- V a(f'-by ) 
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Pour déterminer les constantes C et G', on observera que 
lorsque x'=zOf l'aire ÂLOA est = o, puisque la valeur 
appartenante de y est == o. Donc , on a 


= — rr-r rr H z .arc 


sin = j+C. 


Mais la seconde taleur ie.y pour x'=b o qui appartient li 
l'aire AKOA est = r— ; on a donc pour ce point , en 


2â/l 


▼ertu de x=:àr'+r'7i, x = -^^^ 7—. En substituant 

•^ ' cm — on 

cette valeur de x dans l'intégrale définie de l'aire de la sec- 
tion conique rapportée au commencement de ce numéro, 
exemple 2, on trouvera la valeur de l'aire AMP A. £n en re* 

tranchant celle du triangle APM = , on troutera la 

valeur de l'aire AKOA pour j:' =o , c'est-à-dire la valeu 
de l'aire AGM< On obtient ainsi 

l'aire /^KOA.,=o= j^-j-^ - "^^^ 


^ r • 2 &'c ~i 

L i^— >(*— c')J 

a*c a' [/ — I 

= 2*(C>,- b) + ~~^~ 

I 

En substituant les valeurs de C et C dans les équations (i) 
et (2)y on trouve, en ajoutaût les deux résultats l'on à 
l'autre , l'aire entière 


■ 

mu 

■ 


i 

^H 


armm. 
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tLAK=- 

éik'+t)-(S+'^+-^i 



+ ^ 





-- 

'V— I r ■ 

3 arc su 

(e- 

»)■_ 



-' 



si'c -1 


« 

°~Ï7^ 

.,(S-0 ' 

- arc si 
:1c plus, 







et 

r . 

=,.:J"-°D 

■c cos=-^-^!^ i 

■^ 


2 

On a (}onc 





l'aire KLAR = ^^(:r' 

+I)-G 

J+2.i'+4i'.y 



d'i/— 

arc' cos: 

.<o+4i') 

1 



*= 

i. . 

o;c'— siv. 

!' 


ou 





^^H 

l'aire RI.AK = S" 




■ 



,.]•-... 

■-"■"'(■"= 


^) ■ 



/-> 
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Cette expression devient |, lorsque é=o, oi elle ap- 
partient à la parabole. ^Vo ici comment on trouyera alors sa 

vraie valeur. On mettra/ponr abi^^^r, ^(^-r ,2^:^, 


t 


. d'où Ton tire b = -I-^ — ^^^ , ^ iL-, où 

tt* = 2ac'a:'-j- z'. En substituant ces valeurs dans (3), dé- 
veloppant le radical dans la valeur de é, an moyen du n* i6, 
remplaçant arc.cos, par arc.sîn, et exprimant ensuite 
arc sin , par la série du n^ 3i , on obtient 


l ... g a^ 1.2.3 _J J 


c'{z^^a^) c^{z'^a^y 


=s^ 


OU 


™i'" • • • • 


En divisant le premier membre au numérateur et au dé- 
nominateur par z — a, et mettant ensuite z= a, valeur 
qui répond à celle é ==5 o , il vient 

1-- z=zb^ ou 5 =S% 

3».2.C* ^ 

comme l'auteur a trouve dans cet exemple. 
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\ {Exemple FI.) L'aiiede la cîssoïde, prise (lcpuisx=:o 

jusqu ax = r, est= ar' ; depuis x^o justjuà 

x = îr elle est :^ — ■ . 
H H- ,5. 

( Exemple IJ.) Pour la longueur de l'arc de rLyper- 
])0le, pris depuis 37=1 jusqu'à x^x", on obtient, en 
observant que pour 
b" 67, exemple i , l'e 


, arc(sin = x) est = -, par la 

m suivante : 


(Remarque.) Pour l'aire de la cardioïde on a (n" 56, 
"problènie 1) 

1 f* a'dz Sa" / . z—a \ 

à/ , ,,^ ~ 4 ^'■^''"- « j 

En faisant dans cette intégrale successivement z = o et 
jz = 2(1, on obtient pour l'aiie prise depuis z^ e jusqu'à 


Pour la rectification de la caidioide , ou a {voyez n" 5G, 
problème i) 
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i. f* àz '- i 

(2û)« / ^=— 2.(2a)».(2a— 2)«+C, 

intégrale qui prise depuis 2 = jusqu'à z= 2a, donne 
pour la longueur de l'arc, ^a. 

Pour réduire ces valeurs aux coordonnées rectangulaires 
on n'a qu'à mettre 

En comparant les aires de la cjrcloïde , de la cissoïde et dd 
la cardioide, on Irouve, si les cercles générateurs {vojrez n^ 53, 
probl. 3; n® 54, probl. 7 ; n® 56, probl. 1) sont supposés être 
d'un même rayon , que ces aires sont respectivement entré 

elles, comme i, -, -jr. 

{Problème), L'équation de la spirale d'^Archimède (n** 56, 

t 
problème 2) étant m == — , on trouve, pour la différentielle 

de Faire en coordonnées polaires, , donc pour l'aire 


/i 




L'aire prise depuis <=o jusqu'à <=2)r est , d'après cela= =;^ 

N» 76. 


* i 


{Exemple III.) Si « = —7 — jr , on a 

dï_ l_ ^___ — (J? + J) 

di~-P"~ i' tlj'"**— I »^ 

V* •' 2.^» 



( Exemple II. ) La supposition de a = ù^r, change 

Véqualion ac" + bj* + cz* = r' en x^+y + -x* = t^, 

les sections principales donnent alors dans le plan des j^ et 
dans celui des xz des ellipses, mais dans, celui des xjr 
un cercle. 

La section parallèle au plan des ^ à la hauteur indé* 
terminée x^x' donne nne ellipse dont les demï-aiLes sont 

^^".(r" — a;'*)' et (r^— t")'; celle qui est parallèle au 

plan des xz à la hauteur indétermiaée y^j-' donne 

une ellipse dont tes demi-axes sont ( - V . (r* — ^')* et 

(r* — y*T \ 1^ section parallèle au plan des xj à la 
hauteur indéterminée z ^^ s' donne as cercle du rayon 

Four le Tolunie de ce solide , on trouve 

-•-ï' + c. 

intégrale qui donne, cp la prenant depuis z= -f- (-7)' 

jusqu'às^ — \~yf — ~,- Les trois asos de ce solide 
sont respectÏTcment r, r, (— J'- 



1 
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(Problème i.) Le solide engendré par la rotation de la 
parabole ordinaire , a pour équation^ 

équation d'un paraboloïde. Le volume de ce solide est 

'7rjjjziz:=:— |-C, 

intégrale qui , prise depuis z =: o jusqu'à z = /^ donne 

->=-— • Le volame d'un cylindre à la même base et hauteur 

étant =:9rpjç'% on Toit que le corps considéré en est la 
moitié. 


Si 6 = a, l'équation de l'hyperboloïde se change en 
ar* +^ — ^az — z* = o , ou en faisant « = / — a, en 
x^ ^jr^ — <* + a* = o. Le Tcdume de ce solide sera , de-« 


«•/» 


pui& z '=z o jusqu'à z = z\ -5- (z' -j- 3a). 


Le volume du corps de révolution engendré parla courbe 
qui a pour équation r^iâzmT^z* — «♦, est 

intégrale qui donne 9 en la prenant ^ depuis 2 = jusqu'à 

z:=.r. 


' i5 • 


J5* 


{Problème 2. ) On obtient, en vertu de. m r= — , pour 


' 
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réquatton da corps de réyolution, 

Son Yolume est wi — ^dz = ^^ -f- C, et par conséquent, 

depuis z = o jusqu'à z = z', égal, h ,5— ^^ Le cjlindre .que 

l'auteur propose de comparer avec ce solide , et qui a .pour 

base— , et pouV hauteur «, est par 'conséquent cinq fois 
Jr 

plus grand que le corps conndâcé. 


Pour trouver les mêmes choses dans le cercle, l'ellipse 
et l'hyperbole, considérons -la section conique en général 
qui a pour équation ... , .._. 

On a alors 

u = i , 

n :; • ^ • :-. 1:; :j..!j,i . 

l'équation^du corps de révolution correspondant est donc 


4 > t 


d'oii l'on tire, pour le yolume de ce corps. 


^ • \ 


'Hm^z- 


— mz(ru^ + m^)* |-|- — y^log [(/«*+mO*. - V/nz] +Ç. 




En supposant que le volume soit n=: o, lorsque z = o, oii 
^ — mVlogm 


71* 


\ 
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{Problème 3), On a ici ii= A + r+ (r^ — z')*.En y 
faisant A -f- r = a, on trouve que le corps engendré a pour 
équation 


I 


Pour le volume de ce^soirde, on a 

5r/dzU'+ r'— j?^ + iia{r^— z'fl = 9r(a' + r»)z.— ^ 
4- vaz{r'— z^) *+ Tûr* arc ^sîn = -\ + C. 


En supposant qu'une parabole ordinaire , dont Féquation 


J8* = 2mM, 


se tourne autour d'une droite paraflële a l'axe des z, et qui 
passe par un point pris dans l'axe des abscisses, à la dis- 
tance h au sommet, on aura , d'après ce qui précède , pour 
l'équation du corps de rotation engendré de cette manière. 




et pour le volume du solide 


'/( 


—^ ]dz œ ,+-5 ^îrA'z + Ck 


pans la même hypothèse, on trouverait ;pour l'hyperbole et 
l'ellipse dont l'équation z';ç=^f^M'-tnti*, que le corps de 
rotation correspondant aurait pour équation 



fJinXé^Jk im Tolnne serait ilooc 


r 


Poorlf volome do coin - conoide , on a 


intégrale qni , prise depuis î = o jusqu'à g — m, donne 
, comme le texte l'indique. 


{Exemple III.) On trouve que la surface courl>c du 


paraboloïde, depuis z — o jusqu'à j; : 


■4' 


et que celle du cylindre dont la base est un cercle du 


i5:£. 


, 3>/3.f 


{Exempte IT.) L'iotégmlu île la surface est 
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(Exemple F',) Intégrant y Qn trouve par \e$ n*** 63 
et 65 

-^•»C(g+'-)'-']+'=- 

En développant Pintégrale - f dt (^ + 4^ V en sé- 
rie^ elle se changerait en 
I 


L'auteur propose enfîi^ de développer les intégralens des 
surfaces courbes de quelques corps de révolution du n® 8i , 
dont les expressions sont transcendantes et qui ne s^ob* 
tiennent pour cela algébriquement , que par approxima- 
tion, au moyen des séries. Reprenons, pour en rapporter 
un exemple , l'équation du corps considéré dans la note sur 
le n^ 8i ^ problème 2^ lequel a pour équation 

(nz* + m*)* — m 

On a ici 

l'expression de la surface courbe de ce solide est donc 
5= — / dz[(n + i)z*+ »w»] — I , — • 
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Or, on 8} par Iç n* i6. 


l(n+i)z-+m^r = m^i + 


7m\ 8. m* 


^ i6.m6 -^ J» 

* 

donC| 




dz 


a\ft 





^w* 


:^ (« 


'^ '(««»-(. m»)* ** :J- («;:^^+TO*)* 




intégi'ales dont lès termes du second membre s'intégreront 
par le n**65. — 


Pour la surHioe cpi^ebe du corps collsidéré au problème 3 
du n® Si y lequel a pour équation 

on trouTe 

2^/ I lULUL^^r \dz=2at/z 




N» 85; 

£n prenarilt les diEPérentiiellies du troisième et du qua-? 
triomo ordre de Uéquatioh x^y^^jr^^x = c, on ob lient 


/ 
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I2q — 24pjr — 6y*x-f- 8r(«— jr — xp) -f- J (a:' — 2a^)=o^ 


.. . ^ 

£n diSëfentiant succesaîvement l'équation. 

^ (** + J^*) * = ^ > on obtient 

r*-+- 2X*-4^ XYD 

^"-^ ^/^ =o, ou j* + ax»+x;y = o^ 

4^"? + 4p' + 4 + ^pqx + xjrr=o, 

5jrr+ l5pq+3q^x + ^xpr+jrxs:=zo. 

N« 87. " . . 
( Eoçemple IIL ) De l'équatioQ différentidilc. • • . 

Y^X — " xêiY 

' — ^ - =: o 9 on tire l'intégrale 

^ "r */ 

arcTtangsss- j = C, ' d*oà -a=ac, ou çx'=JiP 

équation de la ligne droite. 

(Exemple IV,) De l'équation différentielle 

(aar* + j^)dar + xjr^y _ 
on tire l'intégrale 

I 

on déduit l'intégrale (af*H-j^) * + y = c 


«1, 
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îî» 88. 
{Problème i.) En mettant dans l'équatîoli . 

tnx ^njr=sZj d'où dj-= — ,-| dj:, l'équation se 

change en 

mix + ^—7 7-7-^ ?v = ^f 

' na — û 7W + (fi — m)z 

dont on trouve l'intégrale par les iV** Sg et 60. 

{Problème n.) S\ P=«*, Q = j:, R = x«, on tombe 
sur l'équation différentielle 

x*y"'"'dj^+ xjr^ix = or^'j-'djf , 

qui , traitée d'aprèâla méthode itidiqUée au tette, conduit à 
l'intégrale 

m — n " ^ 

{Problème 3.) La condition pour que le facteur ren- 
ferme seulement jr^ n'est remplie que quand l'expression 

^( -r^ — -r- I renferme seulement y. 
V\dx àj) 


Uéquation d^+Pj-darzirQdar, ou (P^ — Q)djp + c[7'=o, 
où P et Q ne renferment que x ^ satisfait a l'équation 

de condition — == ~ \- T)^^"* ^^^^^ ^ réduit 

par'là à — = Pdar. Ainsi , on a pour le fadeur «?= e 
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£n difféfentiant successivement Véquation*. . . • 
X (x* + jr^) * = c , on obtient 

- "^ "^yy =o, ou j* + ax*+xjy = o^ 

{x-+j^f 

4j'î + 4P'+4 + 3p(7^ + ^J^ = o, 

N»87. 


{Eoçemple IIL) De l'équation différeutidile.f 
•?——-— 2?- = o y on tire l'intégrale 

arcTtangiss- J = C, d*oà -a=ac, ou Ç7'=*i 

équation de la ligne droite. 

(Exemple IF'.) De l'équation difTéreùtielIe 


(aar* +y*)dar + xjràjr _ 


on tire l'intégrale 

x{x^+yf=ic. 

i 

on déduit l'intégrale (a:*H-y»)'^ + r = <?- ^ 



-fc + ^J(r+5— +^-(*»*^)=» 


.+7=3. ««î %•=■= 




^ , tnitie J'apràsb MéUiade ùi B qiÉfa m ««««^«MArit 4 

nntégnle 


-cr 


(PrvA&me 3.) I^ condition pour qnn le lâctMr i 
feraK ■eolemeat j-, n'est remplie que <]U)i»tl l'eK|Hm»Ki|i 

={ -^ ^ I renferme seulement r. 

PVdr d^/ 


L'équation d^ -f-P7-dx=:Qda:, ou (Pr— QW* + ^r= ». 
Qtt P et Q ne renferment que x, sntisfaït ti ri^ijunlinn 

deconditioQ — ^ ■rr f^; t^W'» laquollo m iiSduît 

» Q \d^ dx^ 

psi^là à — = Pd*. Ainsi , on a pour lo rnclflur a w c 
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m 

u. En faisant ensuite usage de la méthode connue pour l'é- 
limination, on parvient^ si Pon fait pour abréger. ... 

A = -7 r , fissi ï-r— , aux deux équations sui- 

4 û' u T 

vantes du second degré ' 

'• + f.(7-'i'>-T=°---M)- 

d'où ; en retranchant ces équations l'une de l'autre^ 

^ 3l//3— 4//3'+ 16/*'. . 

en substituant eette véleur dans l'équation (3) et déTclop^ 
pant le résultat par rapport à /3 , on obtient; après avoir di- 
visé par fi\ •' 

161/^' + iGpfi* — 7am^ — 64/^ — 27»» == o. . . .(5), 
ou 
i6M6+(i6r»— 24r+48A— 27)i/^+8i«*[(3r+4/«) (h^ t)+6h'] 

+ 16(^4. h)^ + i6i'{t+ hy =fc;o. ; • . (6). . 

N» 90. 
{Problème i.) Si l'on a 


ùtL trouve 


./ 


ïKou 


J 




* 


- - 



Au 

=::i; 

+ 

a*c 

* 

^A 




^y 

et 


bx 

C 

<«•- 





iOm ne pal f tcw fc r ^pc fa -aSemr twgatne , par h Mt«* 
Cette rako- & c nbstitaèc d^ Féqnatioa ■:=«, 
«■j-' + fr'i* — a'*' = » ^ •, 
l'éqoalioa ifune dlipsc. On Toît d'aîlleur» que poor 
a = b ^n Tàpiatioa paa&e à cdic du co-de , laqodle «m a 
considérée pins haut an teite. L'équation difiërmtielle ap- 
partenante est 

^ —/<* — (*■ + «^V =", = o. 


L'ëqnatioD j' — e 




(-J ^ u = o donns 


(1 + <-■)• 


Cette valeu 
u = odonn 


(aor— x*)' 
îubstitui'e dans l'criuatiou prtinitî\« 


sae l'équation cousiilér 
exemple. 

L'équation diETéreulielle apparti 


■f- a, on relombo 
commencement de ce numéro, 


En (lifférentiant l'éqiiatîou a:' — 
m tire de ^ = o, c= —J-, d't 


l'équation d'un L'crcle. En faisant 

,n i-rmalil^i-iV »ii i-n m in PII 11- m^ „ ^ „^. ^^ iiumvro, ^^^ 

m te ' ^^^H 

jr — px — a[{i + pT — p] = u^ ■ 


::■„.,. 
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L'équation difiCérentielle appartenante est 

p^x"" — 7,xyp — or* — a'p* = m^ = o. 

(Problème 2.) Déterminons la fonction ç(c) dans l'é- 
quation prîmitiTe x* — 2ç^ -f- f (c) c= u 3= o^ pour que 
colle-ci satisfasse à la solution particulière 

ar»+j* — û' = i# = o. 
Dei»=o onilve p=:' ;•, de m = o, on tire 

X 

p = ~. Il faut maintenant ^aler les deux râleurs de p^ œ 

qui doone 

— X X , . 

■ Il» as — ,,,, fij. 


«\a 


(a'— ar*) 


Les deux valeurs de jr^ tirées de if = o et^de (^ =: o, égalée! 
entre elles > donnent 

2C ^ ' 


L'élimination de x entre les équations (1) et (2) conduit * 
la détermination ^ (c) es — c' — û* , et l'on a en6n 

**— 2CJ^ — c* — a" = M = o, 

équation d'une parabole dont la solution particulière est 
l'équation d'un cercle, ,. 
{Problème 3.) De l'équation 

a:' -{-^xjrp -{- (n' — a:*)/j» = 11^ = o , 

on tire, en difiérentiant par rapport à p , 



^+^-*-=.=» 



^-<:r-»!c<=-=—, *«?=', 

doc 

j^=£.... (0- 

Oro 



^_'-;''>.... w. 



— i="=- 


Pour (Ulernimer f((r) dam l'éqnition prùnitjttt. ... 
J* — ex' — ^(c):=u=o, pour qu'elle ait la sulutinn (wr- 
ticnlière j^ ^:= dr, il faot égaler les valeurs de p , tirto do 

CCS deux équations , par oîi l'on trouw x^ — , En égalant 

jr dans les deux cquations et élimiiwnt K, on trount ntillii 

P (<■) = -^ ; donc 


On voit par là que l'équation ttc la pai'jiliotti y* = nx e»! lu 
solution pai'licullci'e de l'équalio» da U lign« drollq 

a4,. 
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j- = car + y- , aussi bien que celle de réquatlon de Phy- 

perbole j^* = ex' + y . 

fnc 
( Problème 5,) "Dejr + cx ^ = u ±= o, on 

(I +c-f 

tire 

m du 

X ^= — = 0; 

d'o& 

= — — i^ (c»+i)*=-r, c = j — 1-; 


e 


en substituant ces valeurs dans u = o ^ on trouve 


ft «^ ft 

J -L ^3 ^f 


J-* + x^= mr. 
Pour la quadrature de cette courbe , on a (q^ 72) 

/rdo: =my[^i -(^yj^J^- En y faisant (^)^=^r 
cette intégrale se change en 

— W, .^1 , 7»*« , ^^J . 3m*z ^ ^i 

3 . 

-4 — -x m', arc (sin = z) + C, 

intégrale qui donne, en la prenant depuis 2 = jusqu'à 
j5 = I , c'est-à-dire depuis xz=zo jusqu'à x^zzm ^ pour la* 

quatrième partie de l'aire de la courbe , -^— j. on obtient 
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donc pour l'aire entière, — s—) c'est-à dire 5 del'nire d'un 

cercle du rayon = m. 

Pour la rectiScation de la courbe, on a 


/■(' +P'Ï 


f*mhx S.m^.x' 


expressioD qui montre que la longueur de l'arc pris depuis 
r = ojuRqu'à x^7n,est=^— , ou que la longueur de 
l'arc entier de la courbe est ^ 6/ra. 

Si l'angle donné était aigu, on aurait, en désignant sa tan- 
gente trigonométrique par a, d'après l'énoncé du problème , 


"(' + <:■)■ 
En diEFércntiant cette équation par rapport à c, on aura 

^^cr^x) {i+c')^=ac^ — a-2c... (a); 

divisant ces deux équations l'une par l'autrcj il viendra 

cMr — ij:) + c'j^ + 2çr -r «r = o . . . . (3). 

11 faudra maintenant éliminer c entre (3} et (i); on fera 
jionr cela usage de la mélhode connue pour l'élimination, 
laquelle consiste en ce qu'on retranclte succcssiTement les 
équations les unes des autres. Nous ne rapportons ici que le 

rcaullat. 


En remplat 
in mettant , pour al>réger 
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—4 — 4«« 4- 23x* — ( 25 + 3z')b* + 2 1 z^3 _ 2oM= A , 
6— i5z* +6z^ + (3z — 5iz^) Z^ + (24 + i44z*+ 3z4)i» 
-- ( 1 88z+26z3)ô''+(964. 1 o^z')b ♦— 1 44z**4-64*«=B , 
— 4 + i5z*+i5z^ — 4j8«— (21Z— 33r'4-i23;zî^)ô 

— (4— 252Z»4- 1 23Z^+Z6)^^«— ( 1 84^-5^5— 1 72Z^)ft3 

+(32— 8oz*— 4«*)i4 = C , 

on obtiendra l'cquatîon que voici : 

^8(1 +Z,») +jit^+Bt^ + Ct^+ii +xy 
X(i+4**— 3^x + z») = o... (4). 

Si l'on y fait b = ~ =a o , ott qu'on suppose que l'an- 
gle donné soit droit, Téquatton (4) est divisible par t* — U^j 
et l'on trouve alors 

ft • • 

c'est-à-dire j^^+ j:' = m^ , équation quel'auteur a trouvée 
dans la même supposition. 

( Problème 6. ) Si l'on met dans l'équation 

successivement x et jr égaux k zéro^ et qu'on cherche dans 
le premier cas la valeur correspondante de j* et dans le se- 
cond cas celle dea:,6n concevra que la parabole est coupée 
par les côtés AD^ AG à une distance z=zh,a partir de A , ce 
qui montre que l'aïe de la para])o1e divise l'angle droit en 
parties égales. 

Si me = a*, l'équation ^== l'C ge change en-, . . 

jr = — —'\' ^f dont la solution particulière estay^=:y , 

équation de l'hyperbole équilatère, rapportée à ses asymp- 
totes DA et AE. 


j'=;^ — -, (-C, dont la solution particulière est 

S' z= — ^aj^ , équation d'une parabole dont l'ase Jes al>^ 

ciases est en DA. , et dont le sommet se trouve en A, 

{Problhmc ^.) Démontrons d'abord que le milieu de 
KL est en mâme temps le point de contact de la parabole 
qui a pour équation la solulion particulière. 


j* t:^ a[x — h) , et égalant les detii valeurs de p qui en ré- 
sultent, on trouve pour l'ordonnée du point de cont^n 

y^^ — . Mais en combinant les denx équations primitives 

j- = c(i — h)-\--r-,e'i3^=ax,oTi.o\ii\eui.jr^= — -±,{ahy, 
expression des valeurs relatives des ordonnées des points K. et 
L , dont les valeurs absolues sont par conséquent f- {àhy , 

et ■ H (iX)'. La moitié de la somme de ces deus ordon- 
nées étant donc ;:= (a^)', on trouvera que l'ordonnée ait 
milieu de KL est ^ — , même valeur que nous venona de 
trouveiî pour l'ordonnée du point de contact. 


4 


{Sur lé même problème. ) La solution paitîculiëi'i 
Fait obtenue aussi de la nianiëre suivante. 

La droite KL a pour équation ^ = c(a: — z) , d'oi 

l^=x — -. Cette valeur, substituée dans l'équation.., 
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X = A — T— donne x — ^ — A+7-;=^i<=:o. Onen tire 
4c* c 4^ 

Y =-T-s=:o. L'élimination de c entre ii&=o et 

ac de 

-p = o conduit à la solution particulière , rapportée an 

texte, j' = a (x — h)^ équation qui exprime la valeur de 
Taire m* par les coordonnées de la courbe qui a pour équa-^ 
tion la solution particulière. 

Nous nous proposons de trouver par le même procédé la 
solution particulière qui appartient à la section conique en 
général qui a pour équation jr"" = ^ax + bx\ Nous avons 
trouvé dans la note sur le n® 73 9 exemple lY , pour l'airç 
KLAK dans la fig. 9, que nous supposons représenter aussi 
ici la section conique en général , 

l'aire KLAK. = m' = -;^(a/+D g + 20*^ + bx'^J 

aV— I r c{a-\-bx'\~\ 
S-3 — arc I cos = , I 

I 

En y mettant, puisque KL a pour équation j* ±= c (x— ^a/), 
jT-r-*^ au lieu de x'j on obtient 


— , — i-j — arc y ços=? i J'^m^zzus^o, 

De -r- = ^ j ^^ ^^^^ 
de 


^(■'•-l>)'\ 
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En remettant cette valeur dans u^zo, on trouve pour la 
solution particulière 

b' 
_ a-^:Zr f ^^^_ [(a+6i)-ty-] -A ^._ 

Pour la parabole, c'esl-à-dire lorsque 6 = 0, les dcus 
premiers termes de celte équation deviennent |. Pour trou- 
ver dana ce cas la vraie valeur , on suivra un procédé 
semblable à celui que nous avons suivi dans la note sur le 

n" 73, exemple IV. En mettant, pour abréger 

{a-^bxy — Aj''=z',onaura, s! l'on fait lax — J^=(', 


\ 


et, en introdulsantarc sinà la place de arc oos, et déTcIop- 
panti^t arc en série, il viendra au lieu de l'équation {«), 
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Divisant maintenant le numérateur et le dénominateur par 
jT— a, et faisant ensuite z:=za , Taleur qui répond à celle 
6 =: o , on tombe sur Téq nation donnée au texte , page 266 ^ 
ligne 8. 

Puisque dans la courbe qui a pour équation la aolutjon 

dr 

particulière de la ligne droite KL , on a c = ^ , la valeur 

n*^ O. ^Jte bis 

de c trouvée ci-dessus donne -p = j en intégrant 

on a 

y = ^ax 4- ftx* + C, 

d'où il suit que la courbe cbercliée est une section conique 
et respectivement une parabole , une ellipse, ou une hjper- 
bole, selon que la courbe proposée est l'une ou l'autre. Si 
c'était /7.e. une parabole où 6 = 0, la courbe cherchée au- 
rait pour équation jr^ = ^ax -}- C, comme on l'a montré 

au texte où C = — T — y.m^y c'est-à^ire où C estdéter- 

^miné par l'aire donnée = m*. 

Soit la courbe proposée une ellipse dont les demi-axes 
soient A et B^ on aura 

V 

B» . — B* B» . 

û = j, b=z-j^, et j^*=-j^(2Ax — a:*) + C. 

En j mettant ^ = < -(• A , on a pour la courbe qui a pouf 
équation la solution particulière, une ellipse rapportée au 
centre qui a pour équation 

Ay* — C A» + B*^ — A*B* = o , 
on voit que les deux demi-axes, représentés par A', B', 

seront A'^ = ^ (B*+ C), B'* = B'+C, ce qui donne 

la proportion 

A'* : A» = B'* : B». 
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Il s*ensiiît que les deux ellipses , savoir , la proposée et celle 
de la solution particulière , sont concentriques. Pour déter- 
miner G et par la Uun des demî-axei, c'est-à-dire pour 
trouver le sommet de l'ellipse qui a pour équation la solu- 
tion particulière, il faut mettre j* = o dans Téquation («) 
et déterminer par là x. Aussi obtiendrait-on par la valeur 
de l'aire de la section conique n^ 78, exemple II, en met- 

tant cette aire = — , et faisant dans la formule du numéro 
çîté, a/ = A — A', m=Yf ^^^ k% i l'équation 

— A'(A*— A'*)' + ^••arcrcos= ~j = ^.| 

par où l'on trouverait A'. SI l'aire m' était exprimée par un 
sèment de cercle 1 la seule construction du cercle suffirait 
pour trouver A'. 

On concevra aisément que tout ce qui a été dit ici de 
l'ellipse, s'étend aussi à l'hyperlx>le. 

N° 92. 

( Exemple A) On a ici y =r * {a^—x^y , /= ""*'^ 


ir-f > 


on trouvera donc enfin 

j^=o, X=1C. 
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— r j/ 

( Exemple II.) On a ici y =i {2rx' — x'*)* , p' = — -,— , 

^--yry *=*=p. dï'-^' » + * -^' 

On obtient par là 

(i), j-zz: f-(2r— a:)....(2). 


X 


3r ••••v-^' -^ 3r 


En élevant ces deux expressions au quarré, substituante 
y^ sa valeur en x\ et ajoutant ensuite les résultats , il 
viendra 

5Cr*+ ar*) =8rx'— Zx^^. . . . (3). 
En éliminant x^ entre les équations (i) et (3), on obtient 

y + V^^(^^—^rx+^J + x(x — ^rJ =o. 
En y faisant en même temps r= , et x — -^ =<, 


on trouve 


la même équation que nous avons donnée dans la note sur 
le n° 56, problème i. 


On a (fig. 19) QS=MS.tangQMS=/.MS; donc 
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de là MQ — — - , donc MQ ^al à la moitié du 

rajon de coorbare (n" 5o). 


Pour qwe les rayons parallèles entre eui tombent perpeu- 
diculaireinciit sur l'ase des ordonnées , on n'a qu'à changer 
dans l'équation proposée x eia^ , et vice vend, 

x'' ^ 

{Exemple III.) On a ici y = - — -, d'où p'i= — , 


tique est un point , savoir le foyer de la parabole. 


Si l'on a y := ai' , p' ^ — ; » q' = -7-77". donc, d'après 
les formules ci-dessua , 


.==,- + 3?i-... 


(>), :r = r'- 


4r" 
r (4r"- ■>•)■•• W- 


De(i) on tire j^ = f -5- 1 ; en substituant celte yaleur d&os 
(3), on tombe sur l'équaliun, rapportée au teste 

•^ 3 Va 3^;- 

La courbe qui correspond à celîe équation est symétrique ■ 
relativement à l'ase des X • ^t elle s'étend depuis xi^^o jus- 
qu'à ar^ + co; elle coupe l'axe des abscisses en deux 

points, savoir oii a: ^ o, et oii x =; ^ ; elle est fermée en- 
tre xz= o et jr^= 4ri au-delà do la valeur de x :=:%■, 

4 4 


L 


382 AFPBNDICE. 

elle est composée de deux branches infinies. Lorsque 

3a ^ X 1 , 3a — Ax 
:c = -r > on a j* = -. La valeur de p = -^ montre 

^ "^ 4( 3ax f 

quC; lorsque xs=:o] la tangente est perpendiculaire h. l'axe 

des abscisses, et que ^ lorsque x=:^, il j a deux tan- 
gentes qui se coupent sous un angle égal an tiers d'un 
droit. 
Pour la quadrature de cette courbe i on a 

intégrale qui, prise depuis a:=so jusqu'à a? = ^ , donne 

2na^ 
-^— *— — • 

20. V/ 3 
Pour la rectification de la même courlie, on a 


J 4 -(3^)^ 


m+préx= I ^zz.^.:r:^=^+^, + C, 

3.(3û)' 


intégrale qui, prise depuis x=o jusqu'à x:=^y donne 

pour la longueur de l'arc — ^ '—. 

y 

{Exemple IV.) On a ici /•=si*— a:'», // = --f^, 

r* 

?'=-yr;donc 

, a:'y * (r» — x'y . (20:'* + r^) 



ar-j = [/" — (r^xyy . i^Çr'xy + /*] , 
et enfin {^r' — r^ + ^x')^ =: 2-}r*x*. 


(Exemple F.) L'équation de la cjdoïde (n 
blhne 7) 

54. pro- 

x'=«.arc(8mTers=-^')-C2«y-yr. 

... w. 

donne 


.-'-^, .=^".... 


D'après les cotniitions du problème, on olitient 


, .■ f^-^^yc-y-yr... 

(0, 

,-y^'-f-"f-y 

W; 


enéliminantar'ct^ entre les équations (») , (i), (2), on 
obtient 

3:= a. arc [^sin vers = I + (^^^^' J — (a7--j-)\ . . 0). 

Si l'on esamine attentivement les équations (•) et (j3), on 
verra que les basea de ces deux cycloïdes sont entre elles 
comme i à z. 

s- 93. 

( Exemple I. ) On trouve 

= a( I — C03 - 1 ^ û. s]Q vers- ; 
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delà 

t-=.a. arc f sîn ver8= - J , a sîn- = {7.ay -*— j^')* y 
donc 

X = a. arcTsin vers = - j— (aaj- — j^)*» 

{Exemple IL) En faisant m = a = 6, et mettant en 
même temps cos ~ = ;t , les expressions de J? et de j" se 
changent en 

ar = 2a(z' — «)... (i), j^=z7,a{i — J8).(i --js')*... (2). 

Élevant ces deux expressions au quarré et ajoutant l'une i 

\_ 

l'autre, on obtient z=. isi—ï: — L. 

substituant la valeur de z dans (i), on obtiendra 

1 I 

tfoJi 

j-t 4- 2J-' (ar» — aor' — jia*) +0:^ — 4a:c3 = 0, 

l'équation de la cardioïde. 


Si l'on suppose que ms=a, a=-, on a, en faisant 

t 
cos-^ — z, 

.|=1— 3Z+2LÇ3..,. (I), •|=2(l--.Z*r... (2). 

Élevant ces deux expressions au quarré et ajoutant l'une 
à l'autre , on obtient 


4 
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îl+£ = 5-6.-3=' + 42' ... (3), 
retranchant l'équation (i) maltipliée par 2 , on a 

i' entre (4) et (ï) , or 
a eEL_faisant x = u-^/i, 


En climmant -maintenant 
tronvera 


4 




limiation donnée dans le n" 92, exemple [f, 

{Exemple II/.) t signifie la longueur de l'arC de h 

courije proposée Jont l'équation est exprimée en x' et j', 
■signant par t' la partie Tariable de l'intégrale. 


A-^> 


'd^, c 


t^t' + c, où la constante arbi- 


traire c, d'après ce qui a été rapporté au comnienceitieiil 
de ce numéro , se détermine par le point oti le moute 
est supposé commencer. D'après cela, les trois formules du 
texte pourront aussi s'exprimer ainsi : 


Pour l'équation y' 


6 -, 


. J-^y — (''+rH 
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En j faisant c = o , c'est-à-dire en mettant; le commence* 
ment du mouTcment de la ligne droite en A ( fig. 9)^ et en 
observant que 


d^ 


_ / 3m \l ^ i}x__dy / 4^_\ï 

~\3m + ^xy ' dxT' à^~ d/ ^\3m + 4a?7 ' 

on a 

d'oïl /•* s=3 m fx + — j, équation de la parabole (n? Si)^ 


Pour la cycloïde qui a pour équation 

X* -^sza. arc { sin vers =*^ ) — (a^^ ' — ^'* ) * 9 

i 1 

on a ^ + c = — a(2fl)* . (2fl —y)*. En mettant c = o^ 

c'est-à-dire en supposant que le mouvement de la ligne 
droite commence en A (fig. 12), où j^ = 2a ,'x)n â^ à cause 

j^ dj-^ _ (2^ — y r ^'^jt! 

X = a. arc Tsin vers = t-J + (aar' — y')*f jr^s^^a-^j'i 

d'o& 

ar = a . arcf sin vers = -^ ^ J+[««(4^— J^)-^(^»-»;r)*]* > 

ou , ep observant que 

ijr — Arc (sin vers =y =5= -J- arc(sin vers ï= J-) , 
2»^x=a.arc( sinyers=-î^ — -- )— [2«(4^''^)'*^(4**"J')^% 
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équation àe la même forme que la proposée si Pou fait 
2jr — x==i, et 4^ — jr=su. Dans la figure isi, AMOK 
représente la cycloïde cherchée, si AM'A' est supposée re- 
présenter la cycloïde proposée ou immobile. 

N« 94. 

(Exeniplc /.) L'intégrale demandée est déjà donnée dans 
la note sur le n** 89^ équation (6). Cette équation, en y fai- 
sant c = o , d'où hz=j^ se change en celle-ci : 

ou si j d'après les substitutions faites , on remplace t e^ u 

X Y 

respectivement par -, -, en 

le prepiier des facteurs de cette équation est précisément 
Tintégrale particulière pour c == o. 

Il n'est pas hors de propos de faire observer ici au lecteur 
la différence qu'il y a entre V intégrale particulière et la 
solution particulière. On obtient Yintégrale particulière 
en donnant à la constante arbitraire , ajoutée à V intégrale 
générale, une valeur invariable ; niais pour obtenir ]a solu* 
tion particulière y il faut y faire varier la constante arbi- 

traire (n^ 90). On voit par là que , si l'équation 'r^'c» o ne 

renferme que_c et des vfonstantes^ la primitive ir= o n'est 
pas susceptible de solution particulière; on. parvient dans 
ce cas à une Intégrale particulière. 

Soit, par exemple, jr^ — ar' — ,7.ca + c* =25 1/ •= o. On 

tire de -i- = o', c=a; donc, en substituant dans u>t=: o , 
de .' 

on obtient j** — a:* — a* = , une intégrale particulière. 
{Exemple IL) Voyons comment on peut obtenir im- 

25. . 
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{Problème 2.) Pour trouyer la trajectoire appartenant à 

réquation proposée j^= mx\ on a d'abord |>' = — , = m; 

ce 

en substituant cette valeur de p' dans l'équation 

« y 

a = ^ , " , ou obtient a = -^ — ; changeant main* 

tenant x\y ^ en J:,J*, il vient aas-^^r---, équation dif- 

férentielle qui conduit à l'intégrale rapportée au texte. 

Pour trouver la trajectoire orthogonale appartenant à 
l'équation proposée j"^ = Tnx\ on tombe sur l'équation 
différentielle ax +/?j*= o qui, intégrée, donnej**+2^*=^ ^• 

Pour trouver la trajectoire orthogonale appartenant àl'é- 

quation proposée y = mod , on aura a intégrer l'équa-» 
tion différentielle ax -|- /87y=: o. On obtiendra.... 
/S^-* -f" •^* "-= ^ » ""6 ellipse. 

( Problème 4« ) l^e l'équation proposée 

«(^ + Jp) =J'(* + jP*)*, en y faisant j* = i/ar, on tire 


_ — a^ 4- («'tf ' — ' K^ + a') * / * du _ rdx 


=/: 


M (a* — i)du 


(m'a' — m'* + a") + (m'û' — u* + û*) 


1> 

a 


en mettant (a^u^ — u* -f" '^^ )* = ^> cette intégrale se change 

en /- =— log(i — z) ; on aura donc a: (i—z) — c=o, 

fc :r)* 

ou ^ 5 — = z^f ce qui donne l'équation rapportée au 

X 

texte, si-l'on remet la valeur de j? en a: et j\ 
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{Problème 6.) En mettant dans Tcquation diiïéreii- 


,v=2i±-?: 


tielle (i 4-/)*)^ 
tient 


&x adf(i + _ 1— l/a 


i lieu de y. 


V2+' V'» V-^-i 


d'où , par l'intégratio 


çv^+ ^» 


. = (V'^+V» 


La solution particulière douue j" + a;" — 2xyr=:o, une 
ligne droite. 

(Problème 7.) Soit l'arc île la courha cliercliée ^=s, 
l'abscisse ^x, on a, par les conditions du prolilëmCj 

équation qui donne 

Jf =7—. arc (sin vers =: âa'x) — { x'y , 

équation d'une cycloïde. {Vorez n" 54 ,probl. 7 ) 


s:\/x=^i 


ck = (d^'+dr)'= 


K'96. 


{Sur {i), exemple). ^^ = 
obtient successiTement 

J.^=6<M:da:, '^^iax^ 
dx Ax 

y ■=: ax^ 4 ca; + c . 


6ar. On a Ici X = 6/ir. On 


, dj- ^3(j:c'd^ + tda-, 
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(Sur (2).) On tire de a: = / -^ -f- c, 

d ^ 
dx = ^, dou P = ^=-^=^. = ^, 

l'équation proposée. 

De jr^p^ + a' ou tire clr=^, ou /,dx=^^ 

OU dx = rp-, d'oii l'on déduit ^ comme auparavant, la 

proposée. 

(Sur (2) , Exemple, ) Pour parvenir de l'intégrale. . . . 
8a(x — c)' zzsg^jr — c'y à l'équation différentielle propo- 

sée j = - , il faudrait éliminer c et c' entre l'intégrale çt 

les deux différentielles premières ; mais on parvient plus fa- 
cilement à l'équation différentielle de lu manière suivante; 
On tire de 8a {x — c)^ = 9 (j* — c')* , 

p = (2a)\ (X ^ cf , (?y . î— p = gr ; 

(x—cy 

donc jP9 = a. 


(Problème a.) On obtient, par le n** 96 (2);., 

a 

r ai]p -i 

J P J (i+pT 


rpAp_ r opàp __ —g __ 


j—c 



1 cliniioant^' entre ces deux expressions, on obtient 

équation d'un cercle dn rayon z= a, et dont le centre a 
pour coordonnées c et c'. 

{Problhme 3.) Si l'on met , en prenant le signe négatif de 
l'exposant cy^", n-^ l , on tombe sur l'équation différentielle 

dî' r'dr . , „. . 

âx = . r^ i= — = — - — j , qui donne , par I intégra- 

(<?--■)' {c'—jy 

tion, l'cqualion de la cj'cloïdc. 

Si l'on fait, en prenant le signe négatif de l'exposant 
n= I , on tomljcsiir l'équaliun différentielle 


Ax 


-ir 


(c>-'- 




qui donne, par l'intégration, l'équation d'un cercle. 
( Problème 4- ) De la différentielle 


u déduit l'intégrale 




^ = (c-'^).(«_K)'+|.,c(.i„ = ^)+c.-, 


équation d'une courbe transcendante. 
( Problème S), La seconde condition Au 

expiimét' par l'équaliun x — ~=a, ( 


problème qui < 
p:ix 
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OU (a: — a)clp — pc[a: = o, ou = — > donne par 


-^ — = c. On a de dIus 

X 

y = fpà^x s= c/(a: — a)dj: = — — «car + c'. 


Vintégratîon , — ^ — = c On a de plus 


2 


l'équation de la parabole ordinaire* 

D'après la première condition du problème qui s'exprime 

par l'équation j H ^ = û, on a ( n® g6 , 5) 

aCr— «)/'cl/i+(i-/'')dj' = o, ou j:^ + .^-^, = o. 
On en tire 

donc 


=/l 


équation d'une parabole ordinaire. 

{Remarque,) Si l'on cbasse entre une équation différent 
tielle de l'ordre n et sa dififérentielle prise par rapport à 

d'y • • . d*y 

-r^, le coefficient différentiel -r^> on obtient une équa- 
tion différentielle de Tordre n — i. En intégrant cette équa- 
tion différentielle n — i fois de suite , on obtient une équa- 
tion primitive t' == o qui est la solution particulière de 
1 équation primitive i/ r= o , c'est-à-dire de l'intégrale de 
l'équation différentielle proposée de l'ordre n. Dans ces deux 
équations primitives, tous les coeffîciens différentiels du pre- 
mier ordre, jusqu'à celui de l'ordre /i -f- i , seront égaux 
entre eun, et les courbes correspondantes auront par consé- 
quent entre elles un contact de l'ordre /i + i • ( f^ojrez 
n" 5o. ) 



D'après ce qui a été dit en (i) dans ce numéro, il est fa- 
cile de tronver l'équation prîmiliTe qui répond à l'équation 

-^ = "S. L'équalioa primitive qu'on obtient en intégrant 

n fois de suite, renfermera n constantes arbitraires, et l'é- 
quatian différentielle proposée est sa différentielle immé- 
diate de l'ordre n. 

Dans l'équation différentielle, considérée en (a), r-=^f{q), 
!1 faudrait, d'après le procédé de l'auteur^ intégrer sépa- 


rément chacune dei deux différentielles Ax = 
dg r?dg 


Aq 


-iTi— i -is-r^ , et éliminer 9 entre les intéerales trou- 
vécs; mais au lieu de cela, il suQît d'intégrer seulement 


dr 


l'intégrale q par x. On parvient par là à l'cquation diffé- 

dV 
rentielle -t^;=X, où X ne renferme que :r. En intégrant 

cette équation à l'aide de n° 96 (i), onpaiTient à l'équation 
primitive cberchée. De la même manière, on ramènera 

aussi l'équation différentielle générale ^~ ^^=f{ ,_, 1 à 

d''^'r 
l'équation différentielle j— ;^ = ^ > où X ne renferme 


,d-> 


cjue^t 


d»" 


d-> 


J-xr; 


VG-=i^)- 


À 
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On voit que l'on tombe ainsi sur une équation différentielle 
de la forme qu'on a traitée en (i) de ce numéro. 

On peut faire usage de la même méthode pour Intégrer 
l'équation différentielle traitée en (3) de ce numéro , 

r=f{p). ^ 

Il suffit pour cela d'intégrer la première des deux équa- 
tions qu'on j a rapportées j savoir l'équation différentielle 

dors ^ -^ et de déterminer dans l'intégrale /> 

bff(p)àpV 

par X. L'équation différentielle r=rf{p) se réduit parla à 

l'équation -p=X. On volt aisément que l'équation dlffé* 

d"r /d'*"'*r\ 
rentlelle générale T^=/( j^T^â ) se réduit par cette mé- 

d""*r 
thode à l'équation j-— =X ( traitée en (i) de ce numéro), 

où X ne renferme que x. 

Nous allons appliquer la méthode que nous venons d'ex- 
poser, à l'équation proposée en (2), r=zq^. 

On a ici 

, dq àq „ , — i d*j i 

àx = ~- =-Tj dou X — c= , ou û'=~-= . 

f(q) q*' q r ^ àx^ c— « 

On tire de là successivement , a l'aide du n** g6(i), 
^ = c' — log(c — x) , j'ssic" + CX — fdx log(c — x). 

Or, on a (n« 68) , 

fax log (c — x) = c — X — (c — x) log (c — x) ; 

l'équation primitive cherchée est donc, si l'on fait... 
€*"—€=€, c'+i=C, 

j- = C + Gx + (c — x) .log (c — x). 


IP 

"PS 

w 

'97 

On en tire 




j.= C'— I 

-l08(o-l), ï=; 

-^' 

(0— «)■' 


1 


d'où r^ 5', l'é([ualioti dinerentielte proposée. 

DaQS rûqualioii diffijrenlicllc proposée en (3), r=p— ', 

[.//(^)d^)]==/.(c-ji,y=(s:^, 

, équation dilTéreuticIIe 


qui donne, inte'grée, 

S'99' 

(j4d.\). On propose de trouver la valeur de l'Intégrale 

-A 

On a i 


4 


■ entre :c=:rj et ^^;. 




l 


1 
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__- := . — j etc. 5i l'on fait, dans ces expressions^ 

X := a = 5 , il vient 

A — — A'— -A— A' — —- A»— 7-3a 
V/3 3V/3 3V/3 9.V/3 

donc, à cause de ^=:& — a = J, 

* =^ -V^ r I + - + 4 + — ^ + • • • • ")* 

2v/3\ 12 3b 12.7a y 

(y^^. 2 9 exemple /.) On tire aussi , de l'cipression donnée 
par l'auteur y 

castre-*— «"(e-*— i) + 7itf^/e-*— i + -^ 

A3 


4- n(/i— i)(n— 2)a«*-3{ e^*— i + -4 ^ J— ...-, 


ou 


+ „(n_,)a— (-^-^ + 1)+.... 

Or , Péquation proposée dj^ + j'da: = x^âx donne , li cause 
de fa^e'Ax =: e*[a:" — /u:»"* + ii(/i — i)x""^ — • • • ] > P**" 
le n^ 88^ forme a» 

ye* — e* [or» — /Mf''"*+n(7i— i)ar*^* — ^. . .] =C. 

Faisant ici successivement j:==û, jr •= c^ et x=bj 
jf^ziC'^'k ^ et retranchant les équations trouvées par là^ 
l'une de l'autre , on obtient 


En mettant dans cette expression 6=af-f-^> on parTient^f 
à l'aide du n** 16 , à l'expression rapportée plus haut. 
(2) Exemple IL ) On a ici 

de c d"c . . _ , , 2C 

d^c 6c 

^-^= («-a)(n— i)«rf-'+2(n-2)««-»— 6o«-'>}-^, etc.,- 


donc 

. . 2C~1 A» 
_ 2 

3 


+ji;(„-,).(„_,)+2(„_2)_6]a-3+^}^-^+... 
^ 1.2.3 1.2.3.4, 

' » » » 

ou, en observant que r. 

a _a h h* A3 


*~^"*'îL '^•+2 J""T"**5\ 72+2 y* 

le même résultat qu'on aurait obtenu par le n** 88, forme 2, 
exemple, si l'on y aTait pris l'intégrale entre les limites 
X = a et x=zb, 

{Exemple ni.) DaiTis Pexemple proposé..,,^ 


400 APPENDICE. 

d^ + «ar^j^dar* =0 , on a 

dV ^ d'c ^. , de 

da* dû' da' 

d'*c de 

.-—z=z'^n{n — i)«^"*c— 27iiki»-*-p- -f ««a*V, etc.; 

donc 
^ dû 1.2 \ ^ dtf/i.2.3 

En y faisant, par exemple, ns:=o« l'équation proposée 
se change en d*j' + mjrâx^2=io, et il vient 

' \ 1.2 1.2.3.4 / d«\ 1.2*3 * / 

_ r e^ v/-=ï+ e-^ t/^* 1 .de r/ v^-*_a"-^* »/~* ■ 

Or, on obtient par le n" i^ (6), pour l'intégrale siecotide de 
l'équation dy 4" «^dx» =f o , 

de là ,.-£-= Ce'^-- C^-'^-"; 
Tintégrale première est donc 


c 

Si Ton fait — =i c', — 3= *', les expressions a^ssa, 

jr=^c, p-=c' et a: = &, j-ssc-j-^, /i.-=c'4-^' seront 
des valeurs correspondantes. On tire , diaprés cela, de Pin- 


APPENDICE. ^m 

tôgrale première que nous venons de trouver, 

-ij+e==c.'"'-, it^+c+t=,c/>'-... („. 

Ces deux équations ilunnent 




±tS = Ce''\/~'- 


El) cliassnttt C de ces deux espressions , il viendra 
Cv/-,(.-'>'-_.>">'-)=(c'+*>'-'--cV"V-...,3). 

li'élîraînatioD de Cet c'-j- V entre les équations (i), (a), (3)( 
coniluità l'espression donnée ci dessus pourc+A. 

H= loo. 

En prenant de l'înlégraleu — f (A)— «'—i les deux dif- 
férentielles partielles et divisant l'une par l'autre, on tombe 
mtttiédiatcment sur l'équation dilFércntlelle proposée, parce 
que lu simple difierentintion Tait diaparaîlre les deux cons- 
tantes A, (p(/>), comme on voit daoa l'exemple I de ce nu- 
méro, dans l'intégrale z — ç (ù) =: x" -^j-^ — />, Mais on 
donnes l'intégrale w — ç{(i):^u — 6 une autre ÏOTtae, si 

dont elle est composée, par exemple la de>uière, par la 
cunslaule c: on a alors 


-cA, 


J 
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OU en réunissant à— cb et remplaçant les constantes ariri- 
traîres par d'antres constantes , 

SI Ton prend de cette expression , d'après le procédé de Pau-» 
teur, les deux différentielles partielles et qne l'on élimine 
entre elles a, on tombe sur l'équation différentielle pro- 
posée. 

D'après ce procédé, on trouve ^ pour l'intégrale cfe 
% — ^ (ô)= j:* +7'*— é ( vojrez exemple I), 

z— a {x^+y") +f{a) = i> ; 

de là , par la difiTérenliation p — i oaf = o , j — 207^ = o j 
si l'on chasse a de ces deux équations , il vient pjr^^qx = o, 
l'équation différentielle proposée. 

Si l'on multiplie m— ûa'+y(a)=o par «, fonction de 
âif jr, ZyCt qu'on fasse, pour abréger, ùtuz=:$f mu'ssy^ 
on obtient 

/8— ûy+«/(a)s=o, 

une troisième forme de l'intégrale. 

L'élimination de a et Aef{a) entre cette intégrale et ses 
différentielles partielles, conduit à l'équation différentielle 
^proposée. 

{Exemple iP^.) px+qjrs=sz. On a ici t = x, Qz=zjr^ 
tl = z;les équations auxiliaires sont donc 

xdz'^zàx;=i0j xdjr — jrdx=:Oj jrdz — jsd^aso ; 

on tire des deux premières z = a:r, j<'=6j:;,en faisant 
a ^=rf{h) , l'intégrale cherchée sera 


\=m- 


z 

X 


On voit , par là , que le solide correspondant est engen^ 


dré par une (]ro!le, passant toujours pendant son mouve- 
ment, par l'origine des coordonnées; ce sera par consé- 
quent un cône { ce mot pris dans l'acception la plus gêné^ 
raie ) , dont le suaimet se trouve à l'orîgine des coordonnées 
et dont le càté est la droite génératrice. 

Oq peut donner à ce cône général une base déterminée 
si l'on détermine convenablement la fonction qui entre 
dans l'intégrale. Supposons, par exemple, qu'un plauperpen- 
diculaire à l'axe des x, à la distance à l'origine x=ni 
coupe le solide suivant un cercle du raj'on := /*, on aura 

d'où, en cliassant x, jr, z, 

L'équation du solide correspondant est doue 

'l'équation d'un cône droit à base circulaire. (Compares 
n" 8o, esemple III.) 

(Exemple p'.) ap+bq=c. On a ici P = a, Q — é, 
K=c; les trois équations auxiliaires sont 

d* ir=io, Ajr da:=o, bAz — càjr = o , 

dont les deux premières donnent 

z=.^-x=m.... (0, :r--^^=n.... (2); 

faisant m=J'{n), on obtient l'intégrale cherchée 
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c b 
Les équations (i) et (2)1 où -, - sont des constantes dé- 

terminées > maïs m et n des constantes arbitraires, ap^ 

partiennent auit projections d'une droite qu'il faut s'imâ^ 

giner, se mouTant dant l'espace , de manière qu'elle ne 

c b 
cliange pas sa] direction déterminée par -, -, c'est-à-dire 

qu'elle reste toujours parallèle à el1e*méme« Le solide en*- 
gendré ainsi , qui est le solide correspondant a l'intégrale 
trouvée , sera donc un cylindre (ce mot pris dans l'aoœp- 
tion la plus générale), ayant pour côté la droite généra- 
trice. Si c-:^o, la droite est pendant son mouvement 
toujours parallèle au plan des xjr\ si 6=0, elle est toujours 
parallèle au plan des z/*. 

La fonction dans l'intégrale se détermine comme dans 
l'exemple précédent Soit, par exemple, l'intersection du so- 
lide avec un plan mené par l'origine des coordonnées perpen- 
diculairement sur l'axe des a: , une parabole ordinaire , on 
aura 

7— ^af=*, z— ^a:=/(/), a:=o, «=A^S 

d'où l'on tire f{l)^ski^. Le cylindre déterminé aura donc 
pour équation 

c ./ b y 

N*» loi. 

Les trois équations auxiliaires, rapportées au texte, 
donnent, par l'intégration ^ trois équations primitives ren- 
ier m «nnt Xy JTi Zy q et trois constantes arbitraires. Si l'on 
élimine entre elles q et une constante arbitraire, on par- 
vient à une fquation primitive rciifcrmimt x^y, z et deux 
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conslaiiles arbitraires, latjuelie équation primitive est l'in- 
tégrale cbercliée, puisifue l'éliminât ion de deux arbitraires, 
entre cette équation primitive et ses deux. diOërenti elles 
pri&ea par rapport kXjXetkjfjS doit néceasairement con- 
duire à l'équation difTêrcntielIe pri.ip09ée. 

Voici encore un autre procédé. On n'a qu'à lirec la va- 
leur (le y des intégrales des trois équalioua auxiliaires, et 
de déterminer par là p dans l'équation proposée. Mettant 
ensuite ces valeurs de p et de ^ dans l'é(|uation difieren- 
tîelle générale At :=jjdx -i- ijiiy qui appartient à toutes les 
surfacea, on obtient, par une seconde intégration, l'iuté- 
graie cberchée. Le lecteur verra l'application de ces deux 
métbodes dans les exemples i et 2 , oii le rapport qu'il y 
a entre les intégrales trouvées de ces deux manières a étp 
en même temps exposé. 

{Exemple m. ) Ou se fera aisément une idée nette du 
solide, dont l'intégrale est (x" — !>') f' = m' (z — c)', si l'on 
remplace dans l'équation donnée au n" 82 pour le coin- 
conoïdc, m — z, Jf, r, respectivement par ^t', s — c, 6. On 
voit par la que Je solide en question peut être regardé 
comme engeadrc par une droite qui se meut sur la circon- 
férence d'une hyperbole équilatère parallèlement au plan 
des SX , pendant que son autre extrcmïtc se trouve dans la 
droite parallèle au plan des xjr à la distance = c. 

Lorsque c^=—,oa obtient pour la surface enveloppante, 

4m'a;'-f-n'^'r;;4nm's, l'équation d'on cône perpendicu- 
laire au plan des :^, l'axe duquel se trouve dans l'axe des 
z et dont la section parallèle au plan des xy, a la hauteur 

=;3', est une ellipse qui a pour demî-axos — , et 

La seconde intégra le. qu'on a trouvée appartient, comme 
on Toit aisément, \i un cûnc dont l'ase qui est en taètaa 


hk 
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temps celui des js^ est perpendiculaire au plan des xy^ et 
dont le sommet se trouve en ;s = i/. La section parallèle au 
plan des xy donne une ellipse. 

{Exemple JV-) On a, d'après le n* 83 ^ pour Faire de 
la surface courbe , 

donc pour le solide en question ^ 

s=fàyfAx{i+lL-y, 
d'où l'on tire » en représentant par 9 l'intégrale définie de 

/ar(i+X»)S . 

s z=z fvAjr'= vjr + C. 

Cherchons l'équation du solide. On tire, de Péquation dif- 
férentielle proposée , 

en substituant ces Taleurs dans la troisième des trois équa^ 
tiens auxiliaires 9 on obtient 

dj=;o, q = ay d'oi /?=(X»— aT; 

substituant en djs =:pdx 4- qij'} il viendra 

I 
d^ = (X* — a'^yix + ady ; 

de là z — aj- — ô = /(X* — a*)* dx , l'intégrale cher- 
chée. 

Cette intégrale 9 qui se peut aussi écrire 

z — ajr — b =f(x) où /{x) est une fonction déterminée 
de X, fait voir que toutes les sections' de ce solide > paral- 
lèles au plan des^^^ donnent des lignes droites parallèles à 
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elles-mêmes-, ce solide est 

donc du nombre 

es cory) 

ICJ'- 

lindriques. 





Pour la Taleur parliciil 

èreX = mr\oi, 

obtient l'in- 

tégrale z — aj- - 

-6 = 

3^,('"'^-''r- 



{Exemple r.) 

n tire 

de l'équation pro 

losée 




i'=^î+i?N 

.1 = 

-a+'i''-- 



les trois équations a 

uxiliai 

es donnent 



!^=d*. d'ol 

? = ï 

i.^=?^+ 



f 

' D 


ces valeurs suhstltuées eu 

di=pd.r-(-y()j-, 

conduisent à 

l'inlégrnle cherchée 





l—c = 

a 

-a: — 61og(i— a 

)■ 



La section principale et les sections secondaires parallèles 
luplan des _^z donnent des droites; les sections parallèles 
LU plan des :r^ et à celui des xz donnent des courbes trans- 
cendantes. On pourra donc s'imaginer qu'une droite paral- 
cle an plan des xy, et qui a pour équation z =; <<^+ &, 
;e meuve de maniëre que ses deux paramètres, savoir son 
nclinaison vers le plan des xj, laquelle est espriméc par 

t = - , ■ — ; . et son ordonnée à l'oriaine des coordonnées. 

b — X ° * ■ 

î := c — 3/ — è log (i — x') varient en même temps. 
{Exemple FI- ) On a 

xt dp — xz àp ^ X dp 

û'y' dy. o'y* ' di n'y' dj' 
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Ijes trois éqaations auxiliaires donnent 

d^=:-^, dou q=z -— , delà 21 z=:-- y; 

ces valeurs substitaées dans dz =pdjs -|* â^d. 7^ , il Tiendra 


dz 


2jrrdx Ay 


on tire de cette équation , dont le premier membre est une 
différentielle complète^ par le n° 8^ , l'intégrale 

(a:* — ô*) (j-— c) s= 2a*z. 

Pour se faire une idée nette de ce solide, 011 fera 
y — c:^ t' , ce qat ne chapge riço dans' la poakton respec- 
tive des plans coordonnés. On a alors 

2fl* 

(a:« — ô')i' = 2£i'jï, d'où x* = — »4*6*; 

lorsque v est constaptj toutes les sections parallèles an plan 
des xjs donnent des paraboles ordinaires dont les sommets 

se troûtent sur la droite qui a pour équation zr=s — ^ i^, 

daûsle plan des yt, et dont les parambtres ^dt = -^ . 

Ce corps sera, dopfï engendré, comme on Toit aûéinent, 
si la parabole n»fîotiomiée, et dont le plan eitpar^l)&lQj( celui 
des xz» 4e meut arec le sommet sur la droite fnention- 
née, de manière que son paramètre augmente, ou, ce qui 
revient au même, que la parabole s'élargisse à nieiure que 
son sommet s'approcbe du plan des xv, et qu'elle se couConde 
enfin dans le plan des x\^ même avec une droi^ ,* sf^yQi|ri|vec 
l'a^c des x; tandis qu'au-delà de ce point, le paramètre de la 
parabole diminue, ou^ ce qui est la même chose , que la pa- 
rabole se resserre des deux côtés du plan des ^ri'^ et qu'elle 


1 
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s'afiproclie tîe plus m plus d'une dioile parallèle à l'aie 
lies z. Le point où la pnrabole touche le plan des .-ri', lequel 
point, n'est antre chose que l'oi-igine des coordonnées x, 
1', i, est en Tiième temps le passage à l'opposé pour la 
direction des branches de la parabole. 

Les sections parallèles au plan des vttte donnent que des 
droites qui passent par l'axe des x. 

Déduisom de l'iiitégrale trouvée ci-^lessus, au moins 
unesurface enveloppante. Soit pour cela i = i/c; on lire de 

U = o , '^ = o {voj-ez l'cicmple I) c ='îl±£ , et l'on 

trouve pour le solide particularisé 8a'z -|- far' — yi'^^ o , 
toutes les sections parallèles au plan des aj- donnent des 
paraboles ordinaires dont les paramètres = i. 

{Exemple VII) C'est par les deux équations difi'éren- 
tielles rapportées au texte, que le lecteur connaîtra la re- 
lalion qu'il y a entre les constantes arbitraires et les Jonc- 
tions arbitraires , relation très importante dans la recherclie 
ultérieure des surfaces courbes. 

Si l'on traite l'équation ap ^ (x -+-^) g d'aprfe* le n" i oo, 
les trois équations auxiliaires donnent 

od2=:o, aâjr + (x + y)àx = o, (x + j-)6z = o. 

La première et la troisième donnent z^ A; la seconda 

donne à l'aide du n" 88, forme 2, c=e° (j-+*— .a)-, l'i„i 
tégrale chercbée sera donc 


e"(j- + x-a) = fiz). 

Mais si l'on opère d'après le n° loi, les trois équation* 
auxiliaires donnent 


j 
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en corobinaut la premiiH-e el la troisiëmei on omiant 

^=^âx, d'où y = e^, eti,=(l±^eV; . 

en substituant ces valeurs dans djs =zpjix -f- q^ , on ob«- 
tiendra 

1 


x-5 


z— cssse ^ Cy + JP — a). 

En traitant l'équation différentielle proposée /7'—*jris^^ 

d'après le n^ loo^ on obtiendra , sans difficulté, Finté- 

grale 

«g* 

Mais en opérant d'après le n® loi , on troavera Tinté* 
grale 

Pour examiner ce corps , on fera a: =r i/ -f- â& , supposition 
qui ne change rien dans la position rectangulaire des c6or» 
données If 9 J'y z: on obtient ainsi 

— = c + — +6^— «, 
ou • en faisant c + — =^ d , 

2 
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La section parallèle au plan des j*:? donne une droite ^ les 
sections parallèles au plan'des uz et à celui de uj- donnent 
des paraboles ordinaires. On pourra donc se figurer que la 
droite mentionnée en se mouvant parallèlement à elle- 
même et au plan desj'Zy engendre ce solide, lequel solide 
appartient par conséquent aux corps cylindriques. 

(Exemple f^IIL) Les trois équations auxiliaires donnent 
ici 

-^--dj:=dx, !iqdjrz=dZy !ijrzdci^=z{z+qx)dz: 
la troisième , diyisée par la seconde, donne 


q " ' 2 


d^oh 9 en intégrant , 


_^^* „_ 


aq = j"** ; de 1& 9 -=.- — , p == cLXt^\ 

en substituant ces valeurs dans dz =rpdj:-4- ^^T^ on trouve^ 
en intégrant, 


FIN. 


/♦ 


(LuBBE, Cale, diff.) 

Errata. 

ê 

Page vj, ligue i6, qu'on panrient, /(>0z qu*on parvient sealemeot 

II, 18, et page 19, ligne 11, d'après le pre'cëdent, lisez 

dans ce qni précède 
3o, 6, égale h x, lisez égale à e 

log (ï 4 - x) ,. i^^/'-f-^^ 

6, cela par, ponctuez cela, par 
44» 18, de p ; pour, /ûes de p pour 

48, 9 en remontant, et page 49 > ligne i3, on trouve, lisez 

on tire 
68, a, consécutives, //je2 suivantes 

73, 6, d'après le précédent , lisez d'après ce qui précède 

84» a et 4 eu remontant, portion et segment, lisez secteur 

86, II, die la , /i5ec elle le f 

%» i4> projeter, /ûez construire 

Ib. 19, et page 90, lignes 10 et 19, ligne, lisez droite 

90, 7 en remontant , ponctuez perpendicularité, avec l'axe 

91, a, ligue, /»<?£ droite' 

94> 7> les coefficiens consécutifs, lisez les coefficiens dif- 

férentiels successifs 
96, I, donc pour h très petite, lisez bien entendu qn'on 

fasse h assez petite 

/&. 5 en remontant, à qui, lisez à laquelle 

ia5, 8, ( 4- «), lisez (x -f- a) 

307, 9, dz*, lisez d*z 

343, 6, fonctions arbitraires , /»e« fonctions indéterminées 

a6i, j, par laquelle, lisez pour laquelle 

^7^9 >9> et P^gc 276, ligne i4» son engendrement , lisez sa 

généra don 

a8a, 19, cos —, lisez cos - 

r a 

387, 4> ligne donnée t /ijez droite donnée 

3ao, t, une seule et même, lisez une et la même 

339, 16, R=:x* + ax& = o, /{jez R = x*+ax+6= o 

3/2 a r (z—c)dz ,. P ( g — ne) dz 

• ^' "^^ / a7c»(*« + cz-f-c«)' ^'""^ J a7c»(*«-f"C*4.c«) 

35a, 3 en remontant, les valeurs de C et C, lisez les va* 

leurs de G et de G' 

36i , a, — TO -f- nh*"] , lisez — 1» + n/*] * 

^74» II, «* — M», /ijc« t« — u», rt» étant = i -f- *» 


Page 376, ligne .4, r^^^^^l, Usez nJ^±^r\ 

387a 3, 4^ — jr = u. Pant la figure 12, /ijes ^a ^y"=:u^ 

dans la figare 13. 

393, 16, y =a 1 -2-i V- , /«*« ^ = / -^-^ ' r- 

J {a^^zf J (a -4*»)^ 

c c 

4o3. 3 en remont., s = - x =: m , lisez z x ss m 

fl a 

4o5> 8 en remontant, supprimez la yirgale après le mot 

enreloppante 

/ IT ^^ r fî ^ dU 

409, 10, U = o , -r— = 0, lisez iJ := o , et de -r- =■ o 

4iî, dernière, =r fl*x -f-j'», /wct =a»jr* -+->•* 
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